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AZ  ERTEKEZESBEN  HASZNALT  JELOLESEK,  ROVIDITESEK, 

SZIMBOLUMOK  JEGYZEKE 
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A  valos  szamok  halmaza. 

n-komponensu  valos  oszlopvektor  (vastagon  szedett  nyomtatott  kis  betu). 
Megallapodas  szerint  a  „vektor”  minden  esetben  „oszlopvektor”-t  jelent! 

Az  x  vektor  i-edik  koordinataja.  Alternatfv  jeloles:  x,. 

Az  n-komponensu  valos  oszlopvektorok  halmaza. 

Az  n  komponensu  x  oszlopvektor  transzponaltja:  n  komponensu  sorvektor. 
nxk  meretu,  azaz  n  sort  es  k  oszlopot  tartalmazo  valos  matrix 
Az  A  matrix  r-edik  soranak  p-edik  komponense. 

Az  nxk  meretu  valos  matrixok  halmaza. 

Az  nxk  meretu  A  matrix  transzponaltja;  kxn  meretu  matrix. 

Az  A  matrix  Euklideszi  normaja,  tehat  az  az  A*A  matrix  maximalis  sajatertekenek 

negyzetgyoke.  Alternatlv  jeloles  ugyanerre  a  fogalomra:  norm(A). 

Az  A  matrix  rangja,  azaz  a  linearisan  fiiggetlen  oszlopvektorainak  maximalis  szama. 
Az  nxn  meretu  identitasmatrix,  az  a  matrix,  melynek  foatlojaban  1-esek  vannak,  a 
tobbi  komponense  zerus. 

Egy  iteracios  algoritmusban  a  keresett  x  vektor  kozelitese  a  k-adik  iteracios  lepesben. 
Az  iteracio  kezdovektora. 

Az  9tn-beli  x  es  y  vektorok  skalaris  (vagy  „belso”  )  szorzata:  xiyi  +  x2yi  +  . . .  +  xnyn. 
Nem  mas,  mint  az  x  sorvektor  es  az  y  oszlopvektor  „sor-oszlop”  szorzata:  x  y. 

Az  x  vektor  Euklideszi  normaja:  x  =  <  x;  x  >  =  x  x. 

A  jeloles  azt  jelenti,  hogy  az  x  e  31"  vektor  minden  komponense  nem  negatlv. 

Az  Ae  91nxk  es  a  Be  91kxp  matrixok  „sor-oszlop”  szorzata.  Ha  C  =  AB,  akkor 
C  e  9tnxp,  es  Qj  =  AuBy  +  ...  +  AikBkj. 

Az  n  komponensu  x  vektortol  fiiggo,  tehat  n-valtozos  valos  erteku  O(x)  fiiggveny 

gradiense,  az  az  n-komponensu  vektor,  melynek  koordinatai  a  dd>(x)//dxj  ,  j  =  1,  2,  . . . 
n  parcialis  derivaltak. 

Az  A  matrix  magtere  vagy  nulltere.  Azon  x  vektorok  tere,  amelyekre  Ax  =  0  teljesiil. 
Az  A  matrix  keptere,  tehat  az  osszes  Ax  alaku  vektorok  vektortere. 

Az  A  matrix  spektralsugara,  tehat  a  legnagyobb  abszolut  erteku  sajatertek  abszolut 
erteke. 


BEVEZETES 


A  TUDOMANYOS  PROBLEMA  MEGFOGALMAZASA 

Napjainkban  a  terepi  koriilmenyeknek  leginkabb  megfelelo,  egyszeriien  kezelheto, 
robosztus  szerkezetu,  hordozhato  szcintillacios  detektorrendszerek  alkalmazasa  es  fejlesztese 
ismet  eloterbe  keriilt.  A  kivalo  hatasfok  mellett  a  rosszabb  felbontas  miatt  az  lgy  felvett  gamma 
spektrumok  kiertekelese  azonban  -  kiilonosen  osszetett  sugarforras  eseteben  -  nem  egyszeru 
feladat,  mert  a  szcintillacios  miiszerek,  felepftesiik  folytan,  bonyolult  szerkezetu  spektrumot 
szolgaltatnak.  Ezek  a  spektrumok  ranezesre  nem  ertekelhetok  ki,  kiilonosen  tobb  izotop  egyiittes 
jelenlete  eseten,  mert  egyreszt  -  a  felvezeto  detektorokehoz  kepest  rosszabb  energiafelbontas 
miatt  -  a  kozeli  energiaknal  fellepo  csucsokat  egybemoshatjak,  masreszt  a  nagyobb  aktivitasu 
izotop  teljes-energia  csucsa  egyszeriien  lathatatlanna  teheti,  eltakarhatja  a  kisebb  aktivitasu 
izotophoz  tartozo  fotocsucsot,  ilyen  modon  lehetetlenne  teve  egyes  izotopok  jelenletenek 
kimutatasat. 

Az  egyes  lehetseges  NATO  forgatokonyvek:  nuklearis  berendezesek  szennyezettsege, 
radioaktiv  anyagok  kornyezetbe  valo  kijutasa,  kibocsatasa,  kezdetleges  nuklearis  eszkozok 
ellenorzese,  zart  sugarforrasok  ellenorzese,  nuklearis  futoelemek  es  szegenyitett  urantartalmu 
termekek  valamint  lumineszkalo  katonai  eszkozok  ellenorzese  soran  a  potencialisan 
veszelyeztetett  es/vagy  misszioban  kozremukodo  katonai  erok  sugarvedelme  szempontjabol, 
alapvetoen  fontos  feladat  a  kornyezet  folyamatos  es  gyors  ellenorzese.  A  megfelelo  parancsnoki 
dontes  elokeszitesehez  a  feladat  kiterjed  a  komyezeti  kiilso  dozisterheles  gyors  es  izotopszelektiv 
kimutatasara  is.  Ezeknek  a  technikaknak  a  fejlesztese  es  rendszerbe  allftasa  a  Magyar  Honvedseg 
ABV  vedelmi  kepessegenek  novelese  szempontjabol  is  alapvetoen  fontos. 

Az  ujabban  eloterbe  keriilt,  nem  a  hagyomanyos  csucskeresesi  algoritmusokon  alapulo 
dekonvolucios  technikak  lgeretesek  lehetnek  a  feladat  megoldasara.  Ezen  technikak  celja,  hogy 
felhasznalva  a  matematika  kiilonbozo  teriileteinek  apparatusat,  kiaknazzak  a  modem  szemelyi 
szamitogepek  adta  lehetosegeket.  A  szcintillacios  meromuszerek  ilyen  iranyu  vizsgalata  tehat 
elsosorban  matematikai  modszereket  igenyel.  Egyre  inkabb  elterjedoben  van  a  linearis  algebra 
apparatusat  hasznalo,  matrixreprezentacios  lefras  de  a  matematika  szamos  egyeb  fejezete  is 
sikerrel  alkalmazhato.  A  fizikaban,  a  gamma-csillagaszatban  es  nem  utolso  sorban  az 
orvostudomanyban  mar  alkalmaznak  ezen  problemakor  megoldasahoz  kiilonbozo  modszereket. 
Igy  peldaul  a  linearis  algebra  direkt  egyenletrendszer-megoldo  modszereit,  kozelito  eljarasokat, 
klasszikus  es  tovabbfejlesztett  iteracios  modszereket,  a  matematikai  programozas  temakorehez 
tartozo  nemlinearis,  kvadratikus  optimalizalasi  eljarasokat,  az  informacioelmelet  es  a  statisztikus 
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fizika  apparatusahoz  tartozo  maximum-entropia  modszert,  a  valoszmusegelmeletbol  a  maximalis 
valoszfnuseg  becslesenek  modszeret.  A  modszerek  hatekonysaganak  javftasa  erdekeben  az 
idosorok  analfziseben  es  a  kepelemzesben  hatekonyan  alkalmazott  Fourier-transzformaciot 
illetve  az  ezeket  megvalosfto,  numerikus  szamftasokhoz  sziikseges  algoritmusokat. 

KUTATASI  CELKITUZESEK 

Kutatasi  cel  a  „szcintillacids  detektor  &  hordozhato  szemelyi  szamitogep”  mint 
eszkozrendszer  hasznalhatosaganak,  tulajdonsagainak  vizsgalata,  a  hatekonysag  fejlesztese,  az 
alkalmazasi  kor  kiterjesztese,  uj  kiertekelesi  algoritmusok  kidolgozasa  elsosorban  szcintillacios 
gamma  spektrumok  vizsgalata  erdekeben.  Cel  az  elozo  pontban  reszletezett  technikak, 
matematikai  modszerek  tovabbfejlesztese,  uj  modszerek  alkalmazasa,  dsszehasonlfto  vizsgalata 
es  adaptalasa  a  katonai  alkalmazasok  teriiletere.  Elsorendu  cel  tovabba,  hogy  a  Magyar 
Honvedseg  vegyivedelmi  es  katasztrofaelharito  egysegeinek  birtokaban  legyen  egy  olyan 
szoftverrendszer,  amelynek  alkalmazasaval  a  parancsnokok  kelloen  rovid  ido  alatt  a  sziikseges 
informaciok  birtokaba  juthatnak  a  sziikseges  dontesek  meghozatala  erdekeben.  Vegiil  de  nem 
utolso  sorban  cel  az  is,  hogy  a  Zrfnyi  Miklos  Nemzetvedelmi  Egyetem  szakiranyu  kepzesi 
rendszereben  a  hallgatok  is  hozzajuthassanak  ezekhez  az  ismeretekhez  es  a  kepzesiik  soran 
alkalmazzak  is  azokat.  Egyszeriien  osszefoglalva  tehat  cel  az,  hogy  egy  szcintillacios  detektorral 

-  elsosorban  terepi  koriilmenyek  kdzott  -  felvett  spektrumbol,  egy  hordozhato  szamitogep 
segftsegevel  a  helyszfnen  a  leheto  legtobb  informaciot  megkapjuk,  minel  rovidebb  ido  alatt. 

KUTATASI  MODSZEREK 

A  kutatasi  modszereket  illetoen  mindenekelott  termeszetesen  alapveto  fontossagu,  hogy 
birtokunkban  legyen  szamos,  szcintillacios  detektorral  felvett  valos  spektrum,  amelyeken  a 
vizsgalt  algoritmusok  illetve  ezek  szamftogepes  implementacioja  tesztelheto,  illetve  a  kiilonbozo 
modszerek  hatekonysaga  osszehasonlfthato.  A  ZMNE  BJKMK  ABV-,  Katasztrofavedelmi  es 
Vedelmi-Igazgatasi  Tanszeke  rendelkezik  felszerelt  laboratoriummal,  ahol  rendelkezesre  allnak 
szcintillacios  gamma  detektorok,  tovabba  radioaktfv  izotopokat  tartalmazo  etalonsor,  melyek 
segitsegevel  felvehetok  valos  gamma  spektrumok.  Tovabba  a  HM  Gorgey  Artur  Vegyivedelmi 
Informacios  Kozpont  Havaria  Laboratoriuma  is  rendelkezik  tovabbi  ket  -  az  elobbitol  kiilonbozo 

-  szcintillacios  detektorral,  melyeket  kifejezetten  terepi  koriilmenyek  kdzott  alkalmaznak, 
valamit  ezekhez  is  tartozik  radioaktfv  izotopokat  tartalmazo  etalonsor,  amely  utobbi  tartalmaz 
olyan  izotopokat,  melyek  az  Egyetem  szaktanszeken  nem  talalhatoak  meg.  Kutatomunkam  soran 
mindket  laboratoriumban  volt  lehetosegem  spektrumok  felvetelere,  osszesen  mintegy  60 
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szcintillacios  gamma-spektrumot  rogzftettem.  Ezek  kozott  vannak  olyanok,  amelyek  egyetlen 
radioaktiv  izotoptol  szarmaznak,  de  vannak  olyanok  is  amelyek  2  vagy  3  izotop  egyiittesenek 
spektrumat  tartalmazzak.  (Ennel  tobb  izotop  egyiittese  altal  szolgaltatott  spektrum  vizsgalata  mar 
nem  tartozik  a  vizsgalatok  targyahoz.  Ugyanis  a  szcintillacios  detektorok  ilyen  esetekben  - 
szerkezetiiknel  fogva  relative  gyenge  energiafelbontasuk  miatt  egyszeriien  alkalmatlanok. 
Egyszerre  „sok”  izotop  spektrumanak  vizsgalatara  -  lenyegesen  jobb  energiafelbontasuk  miatt  - 
felvezeto  detektorokat  alkalmaznak,  de  ezek  hasznalata  koriilmenyes,  terepi  koriilmenyek  kozott 
szoba  sem  keriilhet,  kizarolag  laboratoriumi  viszonyok  kozott  hasznalhatoak.)  Kutatomunkam 
soran  ezen  valos  spektrumok  vizsgalata  jelentette  az  algoritmusok  hasznalhatosaganak 
bizonyitekat. 

Meg  kell  jegyezniink,  hogy  a  detektorokhoz  es  a  felvett  spektrumok  vizsgalatahoz  mind 
az  Egyetem  emlitett  tanszeke,  mind  a  Havana  Laboratorium  rendelkezik  kiertekelo  szoftverrel, 
azonban  ezek  a  szoftverek  mind  az  un.  „hagyomanyos  csucskeresesi  eljaras”  algoritmusan 
alapulnak  (hogy  ez  pontosan  mit  jelent,  az  kideriil  az  I.  fejezetbol).  A  celok  kozott  eppen  ez  az 
egyik  legfobb  feladat,  hogy  ezeket  a  szoftvereket  kiegeszitsiik  olyan  algoritmusokkal  illetve  ezek 
MATLAB-implementaciojaval,  amelyek  elviekben  kiilonboznek  a  klasszikus  modszertol,  igy  a 
problema  hagyomanyostol  eltero,  gyokeresen  mas  megoldasat  adjak. 

A  modszereket  tovabb  sorolva,  tovabbi  fontos  szempont  a  szakirodalom  tanulmanyozasa 
ket  vonatkozasban: 

Egyreszt  a  matematika  egymastol  fiiggetlen  teriileteinek  tanulmanyozasa  abbol  a 
szempontbol,  hogy  melyek  azok  az  apparatusok,  amelyek  a  fent  vazolt  es  az  I.  fejezetben 
reszletesen  bemutatott  matematikai  problema  megoldasara  sikerrel  alkalmazhatoak.  Itt 
lenyegesnek  tartom  hangsulyozni  azt,  hogy  „tobb'’  es  „fiiggetlen”,  a  kovetkezok  miatt.  A 
rendelkezesemre  alio  izotopok  szama  korlatozott  volt  (az  5.  melleklet  egy  tablazat,  amely  a 
felhasznalt  izotopok  lenyeges  tulajdonsagait  tartalmazza),  az  altalam  javasolt  algoritmusokat 
minden  egyes  detektor  altal  felvett  spektrumok  eseteben  teszteltem,  de  az  algoritmusok 
lehetseges  alkalmazasi  teriilete  ettol  sokkal  szelesebb  korii.  Ezert  dontottem  ugy,  hogy  a 
matematika  egymastol  teljesen  fiiggetlen  fejezeteinek  apparatusat  felhasznalva  szerkesztek 
algoritmusokat,  annak  erdekeben,  hogy  egy-egy  spektrum  kiertekeleset  tobb  algoritmus 
alkalmazasaval  is  el  lehessen  vegezni  es  az  eredmenyeket  osszehasonlitani,  ugyanis  az  elmelet 
nem  korlatozodik  kizarolag  „spektrumok”  vizgalatara.  Tovabba  az  a  cel  is  vezerelt,  hogy 
remenyeim  szerint  ezek  az  algoritmusok  valamilyen  szinten  helyet  kapnak  majd  a  tiszti 
kepzesben  is,  es  mivel  ezen  algoritmusok  matematikai  hattere  nem  minden  esetben  magatol 
ertetodo,  sot  egyik-masik  bonyolultnak  mondhato,  a  hallgatok  is  talalhatnak  majd  legalabb  egyet 
kozottiik,  amelyet  megerthetnek. 
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A  matematikai  sokretusegnek  van  egy  masik  oka  is,  megpedig  az,  hogy  az  ertekezesben 
vizsgalt  algoritmusokat  nem  kizarolag  szcintillacios  gamma- spektrumok  kiertekelesere  lehet 
alkalmazni,  hanem  szamos  olyan  problema  megoldasara,  amely  -  elvonatkoztatva  a 
konkretumoktol  -  ugyanarra  a  matematikai  problemara  vezet.  Az  „Ajanlasok”  cirnii  pontban 
reszletesebben  utalok  majd  az  alkalmazasi  lehetosegekre,  egymastol  „idegen” 
tudomanyteriilteken.  Mivel  ezek  a  problemak  mind  mas  jcllcguck  lehetnek,  nem  biztos,  hogy 
minden  algoritmus  miikodik,  de  elkepzelheto,  hogy  nemi  modositassal,  egyik-masik  sikerrel 
alkalmazhato. 

Masreszt  a  kutatomunkamnak  legalabb  ilyen  fontos  resze  volt  a  temakorrel  foglakozo 
szakirodalom  tanulmanyozasa,  ahol  elsosorban  nem  „szakkonyv”-ekre  gondolok,  mert  az  adott 
matematikai  problemakor  emlitett  iranyu  alkalmazasa  meglehetosen  „friss”,  a  kutatomunkat  lgy 
elsosorban  szakfolyoiratok  cikkeinek  tanulmanyozasa  jelenti.  Ezek  eredmenyeire  tamaszkodva, 
ezek  modositasaval,  tovabbfejlesztesevel  illetve  a  matematika,  adott  problemakorre  eddig  nem 
alkalmazott  fejezeteinek  felhasznalasaval  sikeriilt  olyan  algoritmusokat  kidolgoznom,  amely  az 
adott  katonai  alkalmazasok  szempontjabol  megfelelo. 

Egy-egy  modszer  kidolgozasa  soran  tobb  szempont  is  szem  elott  tarthato.  Egyreszt  lehet 
cel  a  jo  felbontas,  hogy  a  kozeli,  atfedo  csucsokat  szeparalhassuk,  mas  esetben  a  gyors 
algoritmus  lehet  a  fontosabb,  de  cel  lehet  a  matematikai  eljarasok  egyszerusftese  is,  hiszen  akik 
majd  hasznaljak,  nem  art,  ha  meg  is  ertik  a  modszer  lenyeget,  mielott  alkalmazzak,  hiszen  -  mint 
majd  lathato  -,  egyik-masik  eljaras  igen  bonyolult  matematikai  hatterrel  bir.  Ezen  oknal  fogva, 
es  mert  elsosorban  a  szamftogepes  implementacio,  tehat  a  numerikus  forma  a  dontobb,  nem 
mindig  torekedtem  peldaul  egy-egy  problema  kapcsan  az  analitikus  formak  alkalmazasara  vagy 
„kieroszakolasara”,  mert  erre  jelen  esetben  nem  biztos,  hogy  sziikseg  van,  hanem  megelegedtem 
az  egyszerubb  diszkret  megkozelftessel,  amely  a  problemahoz  egyebkent  sokkal  jobban 
illeszkedik. 

Munkamodszeremhez  hozzatartozik,  hogy  eloszor  mindig  idealis  esetekre,  idealis  Gauss 
spektrumokra  es  idealis  detektorokra  alkalmaztam  az  eljarasokat.  Ezutan  az  idealizacion 
lazitottam,  zajjal  terhelt  spektrumot  es  valasz  matrixt  alkalmaztam.  Ennek  erdekeben 
szerkesztettem  egy  egyszeru  Monte-Carlo  algoritmust,  amellyel  szimulalni  lehet  a  valos 
spektrumokban  tapasztalhato  fluktuaciokat.  Mivel  korlatozott  szamu  izotop  spektrumat  tudtam 
csak  meressel  felvenni,  az  interneten  elerheto  spektrumgeneralo  weboldalon 
(www.nucleonica.net)  eloallftott  spektrumokat  is  hasznaltam  a  vizsgalatokhoz  es  csak  ezek  utan 
kovetkezett  az  algoritmusok  valos  spektrumokra  torteno  alkalmazasa. 
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I.  FEJEZET:  SZCINTILLACIOS  GAMMA-SPEKTRUMOK 
KIERTEKELESEVEL  KAPCSOLATOS  KERDESEK  ES  PROBLEMAK 

ATTEKINTESE 

1.1.  A  SPEKTRUMKIERTEKELES  MINT  MATEMATIKAI  PROBLEMA 

A  gamma  sugarzas  termeszetevel  es  a  szcintillacios  gamma  spektrumok  keletkezesevel  es 
sajatsagaival  kapcsolatos  legfontosabb  ismeretek,  illetve  a  problemakor  reszletes  targyalasa 
megtalalhato  az  [1-9]  kotetekben. 

Az  altalam  vizsgalt  problemakorben  az  egyik  legalapvetobb  feladat  a  szcintillacios 
detektorral  felvett  spektrumbol,  tehat  a  meresi  adatokbol  visszakovetkeztetni  a  valos  adatokra,  a 
tenyleges  spektrumra.  Hangsulyozom,  hogy  a  spektrum  a  hagyomanyos  ertelemben  vett 
differencials  spektrum.  A  merendo  energiatartomanyt  felosztjuk  reszintervallumokra,  a 
spektrum  tulajdonkeppen  megadja  az  egyes  intervallumokban  a  beiitesszamot.  Mivel  azonban  a 
reszintervallumok  hossza  nem  zerus,  hanem  nehany  keV,  tehat  pozitiv  szam,  az  analizator 
osszeadja  az  ebben  az  intervallumban  eszlelt  fotonok  szamat.  Igy  spektrumkent  egy  hisztogramot 
kapunk.  Ebben  az  ertelemben  tehat  „integralis”  a  spektrum. 

A  meroeszkoz  szerkezeti  felepitese,  a  veges  energiafelbontas,  az  analizator  savszelessege 
mind  torzitjak  a  y-forras  valodi  spektrumat.  Egy-egy  spektrumvonalat  a  detektor  nagyjabol  egy- 
egy  Gauss-gorbere  kepez  le.  Ha  ezek  a  spektrumvonalak  nagyon  kozel  vannak  egymashoz,  az 
energiakiilonbseg  nagyon  kicsi,  a  Gauss-gorbek  egybemosodnak.  Mas  szavakkal  fogalmazva 
egy-egy  jelfelvillanas  a  detektorban  kiszelesedo  jeleket  eredmenyez  amelyek  atfedik  egymast, 
egybeolvadnak,  es  a  kiszelesedes  miatt  a  merendo  amplitudo  is  eltolodik.  A  detektorral  nem 
lehet  tokeletesen  felbontani  a  sugarzas  spektrumat,  es  ezen  feliil  a  merest  zavarja  a  y-spektrum 
bonyolult  szerkezete  es  a  meroeszkoz  korlatai. 

Raterve  a  problema  matematikai  szempontbol  torteno  elemzesere,  dekonvolucios 
eljarasoknak  nevezziik  azokat  a  modszereket,  amelyek  segitsegevel  a  meressel  kapott 
spektrumbol  visszakovetkeztetve  meghatarozzuk  a  y-sugarzas  intenzitas  eloszlasat  a  frekvencia 
ill.  hullamhossz  fiiggvenyeben.  Ehhez  azt  kell  meggondolnunk,  hogy  a  detektorban  megjeleno 
kimeno  jel  lenyegeben  a  detektorra  erkezo  bemeno  jeleknek  es  a  detektorra  jellemzo,  az  abban 
lezajlo  folyamatokat  lefro  r  e  91 111  vektomak  a  konvolucioja,  ahol  „m”  a  detektor  csatomainak  a 
szama.  Mivel  a  detektorhoz  csatlakozo  analizator  veges  sok  csatomaban  dolgozza  fel  a  jeleket,  a 
kimeno  jelsorozatot,  az  y(l),  y(2),  ...  y(m)  nem  negativ  valos  szamokat  egy  diszkret  vektornak 
tekinthetjiik.  Jelolje  ezt  a  vektort  y  =  [y(i)]  i=i,...m.  A  szamftando  impulzusokat  pedig  jelolje  az 
x  =  [x(j)]  j=i,...n  vektor.  A  ket  vektor  komponenseinek  kapcsolatat  az  alabbi  osszefiigges  frja  le: 
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(1.1) 


y(i)  =  z  x(  j)r(i  -  j) ;  i  =  1,  2,  . . .  ,  m. 

j=o 

ami  nem  mas  mint  az  x  vektomak  es  az  emlftett  r  vektornak  a  konvolucioja.  Minden  egyes 
energia  intervallumhoz  tartozik  egy  r  vektor,  ezekbol  kepezve  egy  mxn  meretu  R  matrixot,  az 
elobbi  koordinatakkal  adott  osszefiiggest  egyetlen  matrixszorzassal  lehet  reprezentalni: 

y  =  Rx  (1.2) 

ahol  az  R  matrix  a  detektor  valasz  matrixa,  melynek  R,j  eleme  annak  valoszfnusege,  hogy  a 
j-edik  energiasavba  tartozo  foton  az  i-edik  energia  intervallumban  lesz  detektalva.  Ez  mas 
szavakkal  azt  is  jelenti,  hogy  a  valasz  matrix  minden  egyes  oszlopa  egy  diszkret  valoszmuseg 
eloszlas.  Ebbol  az  egyenletbol  az  x  e  91 11  vektor  -  tehat  a  valos  spektrum  -  meghatarozasat 
nevezziik  dekonvoluvcios  eljarasnak.  A  dekonvolucio  akkor  oldhato  meg  eredmenyesen,  ha 
magat  az  R  e  9tmxn  valasz  matrixot  ismerjiik.  Ennek  a  kerdeskornek  a  reszletes  vizsgalata  az  V. 
fejezetben  talalhato.  Azonban  pusztan  az  R  fiiggveny  ismerete  messze  nem  elegseges  az 
eredmenyes  megoldashoz. 

A  modszerek  mind  azt  celozzak,  hogy  a  y  =  Rx  linearis  egyenletrendszert  megoldjak  az  x 
vektorra  vonatkozolag  az  y  es  R  ismereteben.  Alapvetoen  tehat  egy  linearis  algebrai  problemaval 
allunk  szemben.  A  gyakorlatban  az  m  csatornaszam  altalaban  2-hatvanya,  tipikusan  256,  512, 
1024,  vagy  akar  2048.  Ha  peldaul  m  =  1024,  akkor  a  matrixnak  1024  sora  van,  az 
egyenletrendszerben  1024  db  egyenlet  van.  A  sorok  szama  altalaban  nagyobb,  mint  az  oszlopok 
szama,  egy  sugarforras  nem  bocsat  ki  1024  kiilonbozo  energiaju  fotont,  a  rendszer  tehat 
tulhatarozott.  Ellentmondast  nem  tartalmazhat,  fgy  vegtelen  sok  megoldasa  kell,  hogy  legyen.  A 
problema  az,  hogy  ebbol  a  vegtelen  sok  megoldasbol,  hogyan  valasztjuk  ki  azt,  amelyik  a 
legjobban  megfelel  a  valos  spektrumnak. 

Amint  az  ebbol  a  bevezetobol  kideriilt,  a  megoldando  feladat  linearis  algebrai  problema,  es 
mint  kideriil  a  linearis  algebra  igen  sok  fejezetet  atolelo  apparatusat  fogom  felhasznalni  a  kituzott 
feladat  megoldasara.  A  tamaban  jaratlan  olvaso  szamara  a  temakort  reszletesen  targyalo  [10-17] 
munkakat  javaslom  attekintesre. 

Az  egyenletrendszer  megoldasa  lenyegeben  egy  inverz -problema.  Abban  az  esetben,  ha  az 
R  matrix  kvadratikus  (R  e  91nxn)  es  regularis,  a  megoldas  azonnal  megkaphato:  x  =  R_1y.  Ez  a 
gyakorlatban  sohasem  teljesiil.  Mivel  az  R  matrix  altalaban  nem  kvadratikus,  fgy  nem  letezik 
kdzvetleniil  inverze,  ezen  tulmenoen  az  oszlopvektorok  nem  linearisan  fiiggetlenek,  azaz 
p  =  r(R)  <  n,  ami  azt  jelenti,  hogy  ha  van  megoldas  az  nem  egyertelmu,  vegtelen  sok  megoldas 
koziil  kell  kivalasztani  a  legmegfelelobbet.  Ezen  kfviil  az  y  e  91 111  meresi  eredmenyek  hibaval 
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terheltek,  az  inverz  problema  megoldasat  a  hibas  y8  e  vektorbol  kell  meghatarozni,  es  mint 
latni  fogjuk  a  gyakorlatban  elofordulo  esetekben  a  dekonvolucio  nagyon  erzekeny  a  hibakra. 

Az  Rx  =  y  (R  e  9tmxn  )  inverz  feladatban  az  R  matrix  altalaban  nem  kvadratikus,  de  ha  a 
merest  ugy  hajtjuk  vegre,  hogy  m  =  n  legyen,  a  tapasztalat  szerint  R  akkor  sem  regularis,  es  nem 
is  szimmetrikus.  Hogy  invertalni  lehessen  a  problemat,  szorozzuk  meg  az  egyenlet  mindket 
oldalat  balrol  az  R  e  9?nxm  transzponalt  matrixszal.  Ekkor  kapjuk  az 

R*Rx  =  R*y;  (1.3) 

Gauss-fele  normalegyenletet  (R  R  e  9tnxn).  Itt  az  egyiitthatomatrix  mar  kvadratikus,  sot  a 
kepzesbol  adodoan  szimmetrikus  es  pozitiv  szemidefinit  [10].  Ez  indokolja,  hogy 
vizsgalatainkban  kiilon  hangsulyt  fektetiink  a  szimmetrikus,  pozitiv  szemidefinit  matrixokra. 
Ugyanakkor  hangsulyozzuk  a  pozitiv  definit  matrixok  szerepenek  fontossagat  is,  hiszen  a 
hatekony  algoritmusok,  az  elmeletben  szereplo  konvergencia  tetelek  szinte  kivetel  nelkiil  pozitiv 
definit  matrixokra  vonatkoznak.  Alkalmazzuk  az  A  =  R  R  e  9lnxn  es  az  y’  =  R  y  egyszeriisito 
jeloleseket.  Ezzel  a  megoldando  egyenletrendszer  az  Ax  =  y’  alakot  -  es  mivel  ez  nem  okoz 
semmifele  felreertest,  a  tovabbiakban  y’  helyett  y-t  trunk  -,  illetve  az  Ax  =  y  alakot  olti.  Itt 
szeretnem  hangsulyozni,  hogy  mivel  az  A  matrix  mindenkeppen  kvadratikus,  tovabba  semmifele 
fizikai  vagy  matematikai  oka  nines  annak,  hogy  n  es  m  kiilonbozoek  legyenek,  a  tovabbiakban 
minden  esetben  ugy  dolgozunk,  hogy  n  =  m,  azaz  mar  az  R  valasz  matrix  is  kvadratikus  legyen. 

Az  Ax  =  y  inverz  feladat  altalaban  nagyon  erzekeny  a  meresi  hibara.  Az  ilyen  tfpusu  inverz 
problemak  megoldasaval  kapcsolatosan  harom  lenyeges  kerdes  illetve  problema  merul  fel: 

1.  Egzisztencia.  Azaz  a  megoldas  letezese.  A  problema  termeszetetol  fiiggoen,  tetszoleges 
ertekek  eseten  letezik-e  a  ktvanalmaknak  megfelelo  megoldas? 

2.  Egyertelmuseg.  Minden  adatsor  eseten  egyertelmu-e  a  megoldas  abban  az  ertelemben, 
ahogy  a  problema  megkivanja? 

3.  Stabilitas.  A  megoldas  folytonosan  fiigg-e  az  adatoktol? 

Ez  utobbi  jellemzo  nagyon  fontos,  mert  ha  hibas  adatokbol  hatarozzuk  meg  a  megoldast,  akkor 
felmeriil  a  kerdes,  hogy  hogyan  droklodik  a  meres  hibaja  a  megoldasra.  Ha  egy  matematikai 
problema  teljesiti  ezt  a  harom  ktvanalmat,  akkor  azt  „jol  kituzott”,  „jol  megfogalmazott”  („well- 
posed”),  ha  valamelyik  tulajdonsag  nem  teljesiil,  akkor  „rosszul  kituzott”,  „rosszul 
megfogalmazott”,  „rosszul  kondicionalt”  („ill-posed”)  matematikai  problemanak  nevezziik.  Mint 
alabb  kideriil  a  spektrumok  eseteben  felmeriilo  inverz  problema  teljesiti  az  1.  es  2.  kitetelt,  de 
nem  teljesiil  a  3.  kivanalom.  Sajnos  ennek  az  inverz  problemanak  a  megoldasa  nagymertekben 
erzekeny  a  hibakra  -  ezt  hamarosan  illusztralom  is  -,  igy  elkonyvelhetjiik,  hogy  a  megoldando 
feladat  egy  „ill-posed”,  „rosszul  kondicionalt”  feladat. 
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Jelen  ertekezes  legfobb  temaja  eppen  az,  hogy  olyan  algoritmusokat  mutasson  be  amelyek 
alkalmasak  rosszul  kondicionalt  rendszerek  numerikus  modszerekkel  torteno  stabilis,  tehat  a 
hibakra  kevesse  erzekeny  megoldasara.  Mivel  a  dolgozat  fo  temaja  a  problemakor  numerikus 
matematikai  vizsgalata,  fontosnak  tartom  megvilagitani  a  kerdest  matematikai  formulakkal  is.  A 
kerdeskor  reszletes  vizsgalata  megtalalhato  a  [18-29]  kotekeben  illetve  cikkekben,  itt  csak  a 
legfontosabb  kerdesekre  teriink  ki. 

Elsokent  az  A  normajanak  fogalmat  hasznalva  becslest  adok  a  megoldas  relativ  hibajara 
vonatkozolag.  Tegyiik  fel  atmenetileg,  hogy  A  regularis,  tovabba  y  ^  0  es  a  meresi  hiba  5y,  azaz 
y°  =  y  +  5y.  Az  y  +  5y-hoz  tartozo  megoldas  legyen  x  +  5x.  Tehat  Ax  =  y  es  A(x  +  5x)  = 
y  +  5y  valamint  a  linearitas  miatt  A6x  =  5y.  Ekkor  egyreszt  teljesiil,  hogy  ||y||  =  ||Ax||  <  |A|  ■  ||x|| , 


masreszt  pedig  8x  = 


I A  l8y 


< 


-1 


||8y|| .  E  ket  egyenlotlenseg  egybevetesebol  azt  kapjuk, 


hogy 


118x11 


< 


-l 


|8y|| 


< 


A"1 

WN 

y 

-l 


i\M 


Mint  lathato  a  megoldas  relativ  hibajanak  fiiggese  a  meresi  hibatol  az 


-1 


(1.4) 


■A  szorzat 


erteketol  fiigg.  Ezt  a  szorzatot  az  A  matrix  kondicioszamanak  nevezziik  es  K-val  ill.  cond(A)-val 


jeloljiik:  k  : 


-1 


A  .  Innen  kovetkezik,  hogy 


<K 


l5y| 


(1.5) 


ami  azt  jelenti,  hogy  a  megoldas  relativ  hibaja  a  kondicioszamtol  fiigg,  a  meres  relativ  hibajanak 
K-szorosara  novekedhet.  Be  lehet  bizonyitani,  hogy  a  kondrcioszam  soha  nem  lehet  kisebb,  mint 
1,  tehat  k  >  1,  ami  azt  jelenti,  hogy  a  megoldas  relativ  hibaja  nem  lehet  kisebb  mint  a  meres 
relativ  hibaja  [18].  Az  olyan  matrixot  melyekre  vonatkozolag  a  kondrcioszam  nagy,  rosszul 

kondicionalt  matrixnak  nevezziik.  Tegyiik  most  fel,  hogy  a  meres  relativ  hibaja  ||8y||/||y||  =  10_k  . 


Legyen  a  kondrcioszam  k  =  10n.  Ekkor  ||Sx||/||x||  =  10"  k ,  tehat  n  =  lgK  azon  decimalis  jegyek 

szama,  amelyet  elveszitiink,  ha  hibas  jobboldallal  szamolunk. 

A  kondrcioszam  a  sajatertekkel  is  szoros  rokonsagban  all.  Bebizonyrthato  [10,  18],  hogy 
szimmetrikus  matrix  eseteben 


A-1 

.  II  A  II  - 

^  max 

r\. 

hrv  — 

^  min 

(1.6) 


tehat  a  kondrcioszam  a  maximalis  es  minimalis  sajatertek  hanyadosanak  abszolut  erteke.  Pozitiv 
definit  matrixok  eseten,  pedig  egyszeriien  a  maximalis  es  minimalis  sajatertek  hanyadosa.  A 
kondicionaltsag  a  sajatertekek  nyelven  meg  konnyebben  es  szemleletesebben  megfogalmazhato. 
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Rosszul  kondicionalt  az  A  szimmetrikus,  pozitrv  definit  matrix,  ha  a  ^max/^min  hanyados  nagyon 
nagy,  ami  -  a  gyakorlatot  tekintve  -  elsosorban  akkor  kovetkezik  be,  amikor  a  matrixnak 
nullahoz  kozel  eso  sajatertekei  vannak.  Megfogalmazhatjuk  tehat,  hogy  a  problemat  az  adott 
kerdeskorben,  a  nagyon  kicsi,  nullahoz  kozeli  sajatertekek  okozzak. 

A  II.  fejezetben  az  inverz  problema  megoldasara  alkalmazunk  un.  regularizacios 
modszereket,  amelyek  soran  az  A  matrixot  valtoztatjuk  meg  5A-val.  A  regularizacio  kerdeskoret 
reszletesen  targyaljak  a  [30-36]  cikkek,  jelen  ertekezesben  a  [36]  dolgozatban  reszletesen 
kifejtett  modszereket  alkalmazom.  Szinten  fontos  kerdes,  hogy  ez  a  valtoztatas  milyen  hatassal 
van  a  megoldasra.  Bizonyrthato  [10,16],  hogy  a  relatfv  hiba  az  alabbiak  szerint  alakul: 


(1.7) 


Amint  lathato  a  megoldas  relatrv  hibaja  ebben  az  esetben  ugyancsak  a  kondrcioszam  fiiggvenye. 
Abban  az  esetben  amikor  kenytelenek  vagyunk  megvaltoztatni  az  A  matrixot  annak  erdekeben, 
hogy  a  valos  spektrumhoz  kozel  eso  megoldast  kapjunk,  a  valtoztatas  mertekenek 
megvalasztasakor  ezt  a  formulat  mindenkepp  szem  elott  kell  tartani. 


x  -\q4  Idealis  gamma-spekktrum 


1.1.  abra.  6  vonalbol  alio  idealis  gamma  spektrum 
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1.1.  tablazat.  Az  idealis  gamma-spektrum  adatai 

Jelen  dolgozat  legnagyobb  es  leghangsulyosabb  resze  olyan  algoritmusok  kidolgozasarol  es  ezek 
bemutatasarol  szol,  amelyek  eredmenyesen  alkalmazhatoak  nagy  meretu  matrixszal  adott, 
rosszul  kondicionalt,  linearis  rendszerek  megoldasara.  Mielott  alkalmaznam  az  eljarasokat  valos, 
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mert  spektrumokra,  a  problemat  tisztan  matematikai  problemakent  fogom  kezelni,  mestersegesen 
generalt  spektrum  es  valasz  matrix  alkalmazasaval.  Minden  vizsgalt  algoritmust  eloszor  ezeken  a 
tisztan  matematikai  objektumokon  fogom  tesztelni.  Hogy  bemutassam  konkretabban  a  problemat 
matematikai  oldalrol,  elsokent  generalok  egy  idealis  gamma  spektrumot,  amely  6db 
monoenergias  vonalbol  all.  Az  1.1.  abra  mutatja  a  spektrumot,  amely  mas  szavakkal  6db  Dirac - 
fele  delta  fiiggvenybol  all.  A  spektrum  adatai  -  pozfcio  es  beiitesszam  -  megtalalhatoak  az  1.1. 
tablazatban. 


tiszta  Gauss-gorbek 


Gauss-gorbek  osszege  =  Idealis  gamma-spektrum 


a)  b) 

1.2.  abra.  a)  A  detektor  idealis  spektrumra  adott  impulzus  valaszai;  b)  a  „mert”  spektrum 


A  detektor  valasza  ezekre  az  impulzusokra  -  a  fentiekben  reszletezett  okok  miatt  -  idealis 
Gauss-gorbek  osszege.  Az  1.2. a)  abra  mutatja  az  egyes  impulzus  valaszokat  kiilon-kulon,  a  b) 
abra  pedig  ezek  osszeget,  amelyet  „mert”  spektrumkent  erzekeliink.  Azert  valasztottam  ilyen 
pozfciokat  es  beiitesszamokat,  mert  ahogyan  a  b)  abran  lathato,  ezek  kozott  van  olyan  csucs 
amely  teljesen  lathatatlan,  elnyomjak  a  szomszedos  intenzfv  csucsok,  es  van  olyan  amelyik 
reszben  beleolvad  a  szomszedos  csucsba.  A  kidolgozando  algoritmusokkal  szemben  alapveto 
kovetelmeny,  hogy  ezeket  a  reszben  illetve  teljesen  elfedett  csucsokat  is  megadjak 
megoldaskent,  egeszen  pontosan  azt  tiizom  ki  celul,  hogy  az  eljarasok  az  1.1.  abran  lathato 
spektrumot  adjak  eredmenyial. 

A  problema  megoldasahoz  rendelkezniink  kell  a  detektor  valasz  matrixevel.  Ezt  is  a  fenti 
konvenciok  szerint  idealis  Gauss-gorbekbol  allftjuk  ossze.  Ennek  a  matematikai  idealizacionak  a 
fizikai  hattere  az,  hogy  ha  a  detektorban  a  kristaly  eleg  nagy  -  idealisan  vegtelen  nagy  -,  akkor  a 
Compton-effektustol  eltekinthetiink,  azaz  a  Compton-tartomany  O-magassagu.  Ha  tovabba  az 
amyekolas  eleg  tavol  van  a  kristalytol,  akkor  nines  visszaszorasi  csucs,  stb.  Tehat  az  idealis 
valasz  matrix,  idealis  fizikai  koriilmenyeket  jelent  a  gyakorlatban.  A  valasz  matrixnek,  tehat  az 
R  matrixnak  egy  oszlopa  -  adott  esetben  a  200.  oszlopa  -,  es  maga  az  R  matrix  lathato  rendre  az 
1.3.  a)  es  b)  abran. 
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A  gyakorlatban  (V.  fejezet)  256,  512  es  1024  csatornas  analizatorokkal  rendelkezo 
detektorokkal  felvett  spektrumokkal  dolgozom  majd  [1-3.  melleklet].  Egy  kozbiilso 
megoldaskent  most  egy  512  csatornas  detektor  valasz  matrixet  idealizaltam,  ezzel  fogom  a  II. 
fejezetben  tesztelni  az  algoritmusokat.  A  masik  ket  eset  elmeletileg  nem  kiilonbozik  ettol,  csak  a 
szamftasok  mennyisegeben  van  kiilonbseg. 


A  vaiaszfUggvSny  200.  oszlopa 


idealis  valaszfuggveny 


a)  b) 

1.3.  abra.  a)  A  valasz  matrix  200.  oszlopa;  b)  (512x512)  meretu  valasz  matrix; 


Most  mar  keziinkben  van  a  valasz  matrix  es  a  „mert”  spektrum.  Kfsereljuk  meg  az  (1.3) 
Gauss-fele  normalegyenlet  megoldasat.  Elso  gondolat  -  tekintettel  arra,  hogy  az 
A  =  R*R  matrix  kvadratikus  hogy  alkalmazzuk  a  „kdzonseges”  inverz  matrix  fogalmat  a 
rendszer  megoldasara,  amikor  tehat  x  =  A-1y.  Ezzel  a  modszerrel  kapott  megoldast  abrazoltam  az 
1.4.  a)  abran. 


O  lOO  200  300  4-00  500 

csatorna 


x  i(jhvertalas  szingularis  felbontassal 


a)  b) 

1.4.  abra.  a)  invertalas  kozonseges  inverz  alkalmazasaval;  b)  invertalas  szingularis  felbontassal 

Mint  lathato  a  megoldasnak  semmi  koze  nines  a  spektrumhoz,  szamos  negatfv  komponense  van 
es  erosen  oszcillalo.  Kijelenthetjuk  tehat,  hogy  az  inverz  matrix  fogalma  a  problema 
megoldasara  teljesen  alkalmatlan.  Ennek  oka,  a  rossz  kondicionaltsag.  Az  adott  esetben  az  A 
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matrix  kondfcioszama  cond(A)  =  1,8578- 1018,  ami  nagyon  nagy  szam.  Ennek  reciproka 
Rcond(A)  =  2,8570- 10-19,  csaknem  zerus,  ami  azt  jelenti,  hogy  a  matrix  „majdnem”  szingularis. 
Ezert  nem  hatekony  ebben  az  esetben  a  matrix  invertalasanak  modszere.  Egyebkent  a  MATLAB 
figyelmeztet  is  benniinket  erre:  ”Az  A  matrix  rosszul  kondiciondlt,  a  megoldas  megbizhatatlan  ”, 
es  kozli  a  kondfcioszamot.  Egyebkent  ez  teljesen  ertheto  is  ha  figyelembe  vessziik  a  MATLAB 
szamftasainak  pontossagat:  „eps”  =  2,2204-10  16 .  A  reciprok-kondfcioszam  ennel  3 
nagysagrenddel  kisebb,  figyelembe  veve  marmost  az  (1.5),  (1.6)  es  (1.7)  osszefiiggeseket,  nem  is 
varhatunk  pontos  es  elfogadhato  megoldast. 

Az  inverz  matrix  fogalmanak  letezik  az  altalanosftasa  szingularis,  sot  nem  kvadratikus 
matrixok  esetere  is  [18-20].  Ezt  az  altalanosftott  inverzet  Moore-Penrose-fele  inverznek 
nevezik  es  a  hagyomanyos  A-1  helyett  A+  szimbolummal  jelolik.  Az  eloallftasa  az  un. 
szingularis  felbontassal  (rov.:  SVD)  tortenik.  Eszerint  tetszoleges  A  e  01"'x"  matrix  felfrhato 
A  =  USV*  alakban  ahol  U  e  9Txm,  S  e  9tmxn,  V  e  9tnxn  r(A)  =  p.  Ahol  a  V  e  9tnxn  ortogonalis 
matrix  oszlopvektorai  az  A  A  matrix  sajatvektorai.  Ha  nem  letezik  n  db  linearisan  fiiggetlen 
sajatvektor,  mert  p  <  n,  akkor  Gram-Schmidt-fele  ortogonalizacioval  kiegeszftjuk  n  db  vektorbol 
alio  ortonormalt  rendszerre.  Az  U  oszlopvektorai  az  A  matrix  R( A)  kepterenek  ortonormalt 
bazisat  alkotjak,  hasonloan  kiegeszftve  m  -  p  db  ortonormalt  oszloppal  a  Gram-Schmidt 


ortogonalizacios  eljarast  alkalmazva.  Vegiil  pedig  az  S  Blokkokra  bontott  alakja  S  =  ,  ahol 


S2  =  0  e  (Km'nxn,  Si  g  01nxn  pedig  olyan  diagonalis  matrix,  melynek  foatlojaban  a  a1;  (r2-  cj3,  ...  , 
cp  ertekek,  es  n  -  p  db  zerus  talalhato.  A  o,  valos  szamokat  az  A  matrix  szingularis  ertekeinek 
nevezziik.  A  szingularis  ertekek  eppen  az  A  A  matrix  sajatertekeinek  negyzetgyokei: 
{Oi2}  =  [A,j(A*A)}.  A  szingularis  felbontasra  tamaszkodva  az  altalanosftott  inverz  az  A+  =  VS"1"!]" 
formula  szerint  adodik. 

Ha  a  Gauss-fele  (1.3)  egyenletrendszert  az  altalanosftott  inverz  alkalmazasaval  oldjuk  meg 
az  x  =  A+y  formula  szerint  -  hangsulyozottan  egzakt  Gauss-gorbekbol  alio  spektrum  esetere  -, 
akkor  az  I.4.b)  abran  lathato  megoldast  kapjuk,  ami  tokeletesen  megegyezik  az  1.1.  abra  szerinti 
spektrummal.  A  szingularis  felbontas  ebben  az  esetben  eredmenyesen  alkalmazhato,  es  a 
MATLAB  sem  kiild  hibaiizenetet. 

Azonban  nem  lehetiink  elegedettek  az  eredmennyel,  ugyanis  a  valos  spektrumokat  mindig 
terheli  zaj.  Eloallftok  most  egy  ilyen  spektrumot.  Ehhez  veletlen  szam  generatorral  szimulalunk 
minden  csatomaban  zajt,  amit  hozzaadunk  az  egzakt  Gauss  fiiggvenyek  osszegebol  spektrumra. 
A  MATLAB-ban  ez  a  „rand”  utasftassal  valosfthato  meg,  amely  egyenletes  eloszlasu  veletlen 
szamokat  szolgaltat  a  [0,  1]  intervallumban. 
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a)  b) 

1.5.  abra.  a)  a  zaj;  b)  az  egzakt  Gauss-spektrumnak  es  a  zajnak  az  osszege 

Ezzel  az  a  celunk,  hogy  ne  egy  sima  gorbet  vizsgaljunk  a  dekonvolucio  soran,  hanem 
modellezziik  a  detektalas  folyamataban  tapasztalhato  fluktuaciokat.  Igy  egy  zajos  spektrumot 
kapunk,  amelynek  a  szerepe  a  tovabbi  vizsgalatokban  alapveto  fontossagu.  A  II.  fejezetben 
ismertetesre  keriilo  algoritmusokat  mind  ezen  fogom  majd  tesztelni.  A  zaj  es  a  zajos  spektrum 
lathato  rendre  az  1.5.  a)  es  b)  abrakon.  A  zaj  nagyon  csekely,  az  1.2.  b)  abrat  osszevetve  1.5.  b) 
abraval  szemmel  nem  is  erzekelheto  elteres.  A  megoldasban  azonban  igen  jelentos  kiilonbseg 
van.  Ha  a  szingularis  felbontassal  kapott  inverz  matrixot  alkalmazzuk  a  zajos  spektrum  esetere,  a 
dekonvolucio  eredmenye  az  1.6.  abran  lathato. 

x  -|o12  invert  alas  SVD-felbontassal 


1.6.  abra.  Zajos  spektrum  Dekonvolueioja  szingularis  felbontas  kozvetlen  alkalmazasaval 

Az  abra  alapjan  nyilvanvalo,  hogy  a  problema  megoldasara  a  szingularis  felbontas  kozvetlen 
alkalmazasa  is  teljesseggel  alkalmatlan.  A  „dekonvolvalt  spektrum”  fizikai  szempontbol 
ertekelhetetlen,  erosen  oszcillalo,  ugyancsak  szamos  negativ  komponenst  tartalmaz,  az  eredeti 
spektrumra  nem  is  hasonlit.  Hangsulyozom  azonban,  hogy  ez  az  elmeletileg  nagyon  nagy 
jelentosegii  fogalom,  mas  kontextusban,  egy  megfelelo  iteracios  komyezetben  eredmenyesen 
alkalmazhato.  Ezt  majd  bebizonyftom  a  II.3.2.  pontban. 
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Ezzel  a  peldaval  azonban  ramutattunk  a  megoldando  feladat  megoldasanak  matematikai 
nehezsegeire,  lattuk,  hogy  a  megoldas  milyen  erzekeny  modon  fiigg  a  meres  sel  kapott  spektrum 
hibajatol.  Az  1.5. a)  abra  mutatja  a  hiba  intenzitasat,  ami  jelen  esetben  nagyon  kicsi,  kevesebb 
mint  1%.  Egyreszt  azert  nem  alkalmaztam  nagyobb  merteku  hibat,  hogy  ezzel  is  erzekeltessem  a 
rendszer  hibara  vonatkozo  erzekenyseget,  masreszt  pedig  azert,  mert  a  IV.  fejezetben  ismertetni 
fogok  egy  diszkret  Fourier-transzformacion  alapulo  eljarast  a  valos  spektrumok  simftasara,  a 
hiba  intenzitasanak  csokkentesere. 

1.2.  HA  GY  OMAN  Y  OS  SPEKTRUM  KIERTEKELESI  MODSZEREK 

A  hagyomanyos  modszerek  koziil  harom  eljarasnak  a  lenyeget  mutatom  be.  Elsokent  a 
„hagyomanyos  csucskeresesi  eljarast  ”,  majd  az  iteratfv  „spectrum  stripping”  modszert,  vegiil 
a  masodik  derivaltak  szamftasat. 

1.  A  „hagyomanyos  csucskeresesi  eljaras”  egy  igen  egyszeru  gondolaton  alapul.  Ha 
ranezesre  szeretnenk  kiertekelni  a  mert  spektrumot,  akkor  pillantsunk  ra  es  keressiink  benne 
karakteres,  Gauss-gorbere  emlekezteto  gorbeket.  Termeszetesen  a  szamftogepnek  is  adhatunk 
ilyen  utasftast,  de  ebben  az  esetben  mar  ovatosabban  kell  eljamunk,  mert  a  gep  -  ha  tetszik  - 
mar  barmely  3  pontra  kepes  Gauss-gorbet  illeszteni,  hiszen  logaritmusa  egy  masodfoku  polinom. 
Azt  sem  szabad  elfelejteniink,  hogy  a  detektorban  es  az  elektronikus  rendszerben  vegbemeno 
sztochasztikus  folyamatok  soran  statisztikus  veletlenszeriiseggel  is  kialakulhatnak  Gauss-gorbere 
emlekezteto  reszletek  es  ha  ezeket  is  kiertekeljiik  igencsak  felrevezeto  eredmenyt  kapunk.  Ha 
azonban  feltessziik,  hogy  ez  nem  tortenik  meg,  es  kizarolag  valos  Gaussokat  vizsgalunk,  akkor 
ezeket  ugy  tekintjiik  mintha  foto-csucsok  lennenek.  Ezzel  azonban  van  egy  kis  problema. 
Elofordulhat,  hogy  egy  szcintillacios  spektrumban  akar  4  karakteres  Gauss-eloszlas  is  talalhato: 
foto-csucs,  visszaszorasi  csucs,  kiszokesi  csucsok,  nem  is  beszelve  arrol  az  esetrol,  amikor 
egyszerre  tobb  izotop,  tobb  kiilonbozo  energiaju  sugarzast  bocsat  ki,  kiilonbozo  aktivitassal. 
Ekkor  egymasra  tevodnek  ezek  a  spektrumok,  igen  sok  Gauss-eloszlas  szerepel  az  osszetett 
spektrumban,  amelyek  osszeadodnak.  Egyes  fotocsucsok  eltakarhatjak  mas,  kisebb  aktivitasu 
izotopok  foto-csucsat,  vagy  ha  kozel  vannak  egymashoz  egybeolvadnak,  ket  csucs  egynek 
mutatkozik.  A  magas  Compton-tartomany  is  eltakarhat  kis  intenzitasu  foto-csucsot,  ha  az  a 
nagyobb  energiaju  sugarzas  Compton-platojanal  kisebb  energiaju.  Elofordulhat,  hogy  megjelenik 
egyszeres  vagy  ketszeres  kiszokesi  csucs  de  ez  nem  lathato  elore,  lgy  ha  megjelenik  egy  csucs 
egy  karakteres  csucstol  „balra”,  nem  lehet  biztosan  tudni,  hogy  az  egy  visszaszorasi  csucs,  vagy 
egy  masik  izotop  teljes  energia  csucsa,  meg  akkor  sem,  ha  az  energiakiilonbseguk  eppen  a 
kiszokesnek  megfelelo  energia,  es  meg  sorolhatnank  a  problemakat.  Osszefoglalva  tehat 
kijelenthetjiik,  hogy  a  „hagyomanyos  csucskeresesi  eljaras”  csak  igen  korlatozott  korben 
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alkalmazhato  es  nem  alkalmazhato  100%  megbfzhatosaggal,  kiilonosen  tobb  izotop  egyiittes 
sugarzasa  eseten,  de  ugyebar  ezt  nem  tudhatjuk  elore  a  meresek  soran. 

A  kutatomunkam  soran  harom  detektorral  sikeriilt  spektrumokat  felvenni.  (A  harom 
alkalmazott  detektorrol  kesziilt  fenykepek  az  1-3.  Mellekletek.)  A  gyartok  mindharom 
detektorhoz  mellekeltek  kiertekelo  programot,  ezek  azonban  mind  ezt  a  bizonyos 
„hagyomanyos”  modszert  alkalmazzak.  Ennek  az  ertekezesnek  eppen  az  a  celja,  ettol  az 
eljarastol  minosegileg  kiilonbozo,  sokkal  hatekonyabb,  nagyobb  felbontasu,  megbfzhatobb 
algoritmusokat  adjon  a  spektrumkiertekelok  kezebe.  Ezt  tobbek  kozott  ugy  valosftjak  meg  ezek 
az  algoritmusok,  hogy  a  szamftasok  soran  a  mert  spektrumbol  „eltiintetik”  a  Compton- 
tartomanyt,  a  visszaszorasi  csucsot,  a  kiszokesi  csucsokat,  mindent,  es  kizarolag  a  foto-csucsot 
adjak  eredmenykent.  Tobb  kiilonbozo  elven  mukodo,  kiilonbozo  hatekonysagu  eljarast  kozlok 
majd,  ezek  vagy  egy  Gauss-gorbet  adnak  majd  megoldaskent,  vagy  egy  Dirac-fele  delta 
fiiggvenyt.  Az  elobbi  esetben  sziikseges  az  eloszlasfiiggveny  varhato  ertekenek  es  szorasanak, 
illetve  fel-ertek  szelessegenek  ismerete.  Ugyanis  az  elobbi  a  csucs  pozfciojat,  tehat  a  sugarzas 
energiajat  adja,  az  utobbi  pedig  a  modszer  felbontokepesseget  jellemzi  majd,  vagyis  arrol  ad 
felvilagosftast,  hogy  milyen  energiakiilonbsegii  sugarzas  foto-csucsait  lehet  az  adott  modszerrel 
elkiildnfteni.  Fontossaga  miatt  itt  megvizsgaljuk  ennek  a  kerdeskomek  a  matematikajat. 


Egy  Gauss-fele  eloszlasi  gorbe  az  alabbi  analitikus  foimulaval  frhato  le: 


f(x) 


N 


V2tccj 


-exp 


(x-m) 

2o2 


23 


(1.8) 


Ez  a  valoszmiiseg  elmeletben  megszokott  formulatol  abban  kiilonbozik,  hogy  nines  1-re 
normalva.  Ez  termeszetes  is  ebben  a  problemakorben,  a  fiiggveny  alatti  teriilet  nem  1,  hanem 
eppen  a  fotocsucs  koriili  beiitesi  szam,  azaz  N,  amit  szokas  netto  csucsteriiletnek  nevezni.  A 
formulaban  m  jeloli  a  kozeperteket  vagy  varhato  erteket,  o  jeloli  a  szorast  es  x  a  esatomaszam. 


Gauss-eloszlas 


maximum 

0,5*maximum 

w 

- 

- 

m-w/2 

m 

m+w/2 

- 

O  - 1 . - 1 - — 1 - 1 - ■— 1 - 1 - - 1 - 

O  20  40  60  80  100  120  140  160  180  200 

esatorna 


150 


1.7.  abra.  Gauss-fele  eloszlasi  gorbe  a  legfontosabb  parameterekkel 
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Az  1.7.  abran  lathatunk  egy  ilyen  eloszlasi  gorbet,  m  =  100,  o  =  20,  N  =  10000  parameterekkel. 
Az  m  kozepertek  eppen  a  gorbe  szimmetriacentruma  -  ha  m  =  0  akkor  a  fiiggveny  paros  -,  tehat 
szemleletes  jelentesu,  a  o  szoras  azonban  nem  az,  helyette  a  fel-ertek  szelesseget  jeloltiik  meg, 
ezt  hasznaljuk  az  energiafelbontas  mertekeiil  is.  A  ketto  kapcsolatanak  megvilagitasahoz  vegyiik 


tekintetbe,  hogy  a  gorbe  maximuma 


N 

V27TO 


a  fel-ertek  szelesseg  a  gorbe  szelessege  ennek  a 


felenel,  tehat  az  —  ■ 


IN  w 

- , —  ordinatanal,  amelyet  a  fiiggveny  az  m  ±  —  helyeken  vesz  fel. 

2  y/lKO  2 


Helyettesitsiink  es  oldjuk  meg  az 

1  N 


N 


2  yflna  yflKC 


exp 


(w/2) 

2o2 


2  A 


(1.9) 


egyenletet  w-re.  A  megoldas,  tehat  a  Gauss-eloszlas  fel-ertek  szelessege  a  kovetkezo: 


w  =  2-V2-Vln2-o 


(UO) 


Numerikusan,  kozelltoleg  ez  a  kovetkezot  jelenti:  w  =  2,3548-0,  illetve  w/2  ~  1,1774-0  . 

A  kesobbiekben  gyakran  fogunk  illeszteni  Gauss-gorbet  a  meresi  eredmenyekre  illetve  a 
dekonvolvalt  spektrumra,  annak  erdekeben,  hogy  meghatarozhassuk  az  m,  o  es  w  parametereket. 
Ennek  modja  a  kovetkezo.  Kepezziik  az  (1.8)  egyenlet  logaritmusat. 

In  f  (x)  =  In  N  -  lnteto)-  ^  ~  (1.11) 

20- 

Mint  lathato,  ez  egy  masodfoku  polinom  az  x  valtozo  fiiggvenyeben.  Rendezziik  x  hatvanyai 
szerint.  Ekkor  a  kovetkezo  adodik: 


lnf(x)  = - -r-  x°  +  — x  +  ilnN  —  In  (V27to )  - 


2o 


m 


2o- 


(U2) 


Az  utolso  harom  tagot,  amely  egyiittesen  a  polinom  konstans  tagja,  a  nyomatek  kedveert  tettiik 
zarojelbe.  Ezek  szerint,  ha  van  egy  adatsor,  y(x),  amelyre  Gauss-eloszlast  akarunk  illeszteni, 
akkor  kepezziik  a  logaritmusat,  es  a  legkisebb  negyzetek  modszerevel  illesztiink  ra  egy 
masodfoku  polinomot:  ln[y(x)]  =  Ax"  +  Bx  +  C.  Ezt  osszevetve  az  (1.12)  formulaval,  vilagos, 
hogy  az  egyiitthatok  kapcsolata  az  alabbi: 


A  =  — 


1 


B  =  -y ;  C  =  lnN-ln(V27to)- 


m 


2o 


(U3) 


2o“  o" 

Ha  ezeket  megforditjuk,  akkor  kapjuk  az  eloszlasgorbe  adatait  a  polinom  egyiitthatoival 
kifejezve: 


1  B  XT 

o  = - ;  m  = - ;  N  =  exp 

V  2A  2A 


B- 


7t 


“7 


C - +  ln,  -  — 

8A  V  A 


(U4) 
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Vegezetiil,  illusztraciokeppen  megmutatom  az  1. 8. a)  es  b)  abrakon,  hogy  egy  zajjal  terhelt 
spektrumra  hogyan  illeszt  Gauss-gorbet  a  legkisebb  negyzetek  modszere. 

Gauss-eloszlas  illesztese  a  [80, 1 20]  tartomanyon  Gauss-eloszISs  illesztese  a  [20, 1 80]  tartomanyon 


a)  b) 

1.8.  abra.  Gauss  eloszlas  illesztese  zajos  spektrumra.  Az  a)  abran  a  csucs  koriili  szuk  tartomanyra, 
a  b)  abran  a  teljes  adathalmazra  illesztettiik  a  gorbet 

A  pontok  jelolik  a  zajos  spektrumot,  a  folytonos  gorbe  az  illesztett  Gauss-eloszlas.  A  zajos 
spektrumot  egy  m  =  100,0;  o  =  20,0  parameterekkel  adott  Gauss  gorbebol  keszftettem  ugy,  hogy 
arra  nehany  %-os  zajt  iiltettem.  Az.  1.8. a)  abran  a  csucs  koriili  sziik  tartomanyt,  a 
[80,  120]  intervallumot  valasztottam  az  illesztes  alapjaul.  Az  illesztesbol  szamftott  jellemzo 
parameterek  a  kovetkezok:  m  =  100,01;  o  =  21,20.  Az  I.8.b)  abran  pedig  az  lathato,  hogy  mi 
tortenik  ha  egy  szelesebb  tartomanyt,  adott  esetben  az  osszes  meresi  pontot  vessziik  alapul. 
Ekkor  az  eloszlasgorbe  latvanyosan  nem  jol  kozellti  a  meresi  pontokat,  raadasul  ott  a 
legjelentosebb  a  kiilonbseg,  ahol  a  legpontosabbnak  kellene  lenni  az  illesztesnek.  A  szamftott 
adatok  ebben  az  esetben:  m  =  99,77;  o  =  27,71.  A  kozepertek  viszonylag  jol  adodik  az  utobbi 
estben  is  -  a  zaj  nem  torzftja  el  jelentos  mertekben  a  szimmetriat  -,  azonban  a  szoras,  ami  a 
felbontokepesseg  merteke,  nagyon  nagy,  csaknem  40%  relatfv  hibaval  adodik  az  utobbi  esetben, 
mfg  az  elso  estben  ez  a  relatfv  elteres  mindossze  6%.  Ennek  oka  nyilvanvaloan  az,  hogy  a 
centrumtol  tavol  eso  lathatoan  kiszoro  pontok  „elhuzzak”  a  gorbet.  Az  illesztes  soran  celszeru 
ezeket  figyelmen  kfviil  hagyni. 

Ezzel  a  peldaval  arra  szerettem  volna  ravilagftani,  hogy  egyreszt  nagy  gondossaggal  kell 
kivalasztani  azt  a  tartomanyt,  amelyre  gorbet  illesztiink,  nem  bfzhatjuk  ra  kizarolag  a 
szamftogepre,  mindenkeppen  sziiksege  van  elotte  az  adatsor  kvalitatfv  ertekelesre,  masreszt 
szerettem  volna  erzekeltetni  a  hagyomanyos  csucskeresesi  eljaras  lehetseges  hibait. 

A  „hagyomanyos  csucskeresesi  eljaras”  fogyatekossagainak  illusztraciojakent  utalnek  a  4. 
Mellekletre,  ahol  a  Berkeley-detektor  altal  felvett  ket  kiilonbozo  spektrumot  latunk  a  kiertekeles 
utan.  A  detektor  a  hagyomanyos  modon  ertekeli  a  spektrumokat,  es  mint  az  a  fotokon  jol  lathato, 
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nyilvanvaloan  jelen  levo,  karakteres  Gauss-csucsokat  nem  vesz  figyelembe  a  kiertekelo 
algoritmus. 

2.  Lenyegesen  nagyobb  hatekonysaggal  alkalmazhato  iteratfv  modszer  a  „spectrum 
stripping”  eljaras  [9],  amelynek  lenyege,  hogy  fokozatosan,  lepesrol-lepesre  hatarozzuk  meg  a 
spektrumban  szereplo  gamma  vonalakat,  tehat  a  sugarzo  izotopokat,  a  csokkeno  gamma  energiak 
sorrendjeben.  Nevezhetnenk  a  „szukcesszfv  kivonas”  modszerenek  is.  Megkozelfthetjiik 
kfserleti,  merestechnikai  oldalrol,  de  letezik  a  modszernek  egy  precfzebb,  modemizalt,  minden 
csatomat  tekintetbe  vevo  numerikus  valtozata  is. 

Kfserleti  oldalrol  kozelftve,  az  eljaras  lenyege  a  kovetkezo.  A  spektrum  nagy  energiaju 
oldalan  megkeressiik  az  elso,  legnagyobb  energiahoz  tartozo  karakteres  fotocsucsot.  A  megtalalt 
gamma  vonal  alapjan  azonositjuk  a  sugarzo  izotopot.  Az  adott  izotopnak  felvessziik  a  spektrumat 
ugyanazzal  a  detektorral,  ugyanakkora  erosftes  eseten,  majd  a  kapott  spektrumot  levonjuk  a 
vizsgalt  spektrumbol.  A  levonas  elott  sziikseges  szamitani  az  izotop  meressel  kapott 
spektrumanak  konstansszorosat  a  kovetkezo  modon.  Ha  az  osszetett  spektrumban  az  adott  E 
energiaju  gamma  vonalhoz  tartozo  netto  csucsteriilet  Nx,  az  adott  izotop  meressel  felvett 
spektrumaban  ugyanezen  E  energiahoz  tartozo  netto  csucsteriilet  pedig  Na,  akkor  a  mert 
spektrumot  az  S  =  NX/NA  arannyal  szorozzuk,  tehat  megnyujtjuk,  hogy  ugyanolyan  aktivitast 
kepviseljen,  mint  az  osszetett  spektrumbeli  komponens,  es  ezutan  vonjuk  le  az  osszetett 
spektrumbol.  Ezt  az  eljarast  ismeteljiik  addig  armg  talalhato  a  spektrumban  hangsulyos  gamma 
vonal  illetve  amig  a  beiitesszamok  nem  csokkennek  a  szoftver  altal  meghatarozott  detektalasi 
limit  ala.  (Az  eljarast  matematikai  formulakkal  a  kovetkezo  bekezdesben  mutatom  be.)  A 
modszer  hatarozott  elonye  a  hagyomanyos  csucskeresesi  eljarashoz  kepest,  hogy  a  „szukcesszrv 
kivonasok”  soran,  mikozben  a  spektrumbol  kivonodnak  a  legkarakteresebb  foto-csucsok,  es  a 
spektrum  kisenergiaju  vegen  fokozatosan  eltiinnek  a  visszaszorasi  csucsok,  lepesrol-lepesre 
lathatova  valnak  a  kisebb  aktivitasu  izotopok  gamma  vonalai.  A  vazolt  modszer  hangsulyozottan 
a  kfserlettel  kapott  spektrumok  ismeretere  epiil. 

Letezik  azonban  a  „specrtum  stripping”  eljarasnak  egy  pontosabb,  szinten  iteratfv 
valtozata,  amely  feltetelezi  a  detektor  valasz  matrixanak  ismeretet.  Tegyiik  fel,  hogy  a  vizsgalt 
energiatartomanyt  n  reszre  osztottuk  es  idezziik  fel,  hogy  az  i-edik  csatornaban  eszlet  beiitesszam 

n 

az  y,  =  R,jxj  osszefiiggesbol  szarmazik,  ahol  Rij  az  R  valasz  matrix  i-edik  soranak  j-edik 
j=i 

eleme.  A  valasz  matrix  ismereteben  az  eljaras  nem  a  legnagyobb  energiaju  gamma- vonalnal 
kezdodik,  hanem  a  legnagyobb  energiaju  olyan  csatornanal,  amelyhez  pozitiv  beiitesszam 
tartozik,  de  amely  beiitesszam  ugyancsak  meghaladja  a  detektalasi  limitet.  Legyen  ennek  a 
csatornanak  az  indexe  K,  a  beiitesszam  ebben  a  csatornaban  yK.  Ez  altalaban  az  a  csatorna  amely 
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a  valos  spektrumban  elofordulo  legnagyobb  energiaju  energiatartomanyhoz  tartozik,  mely 
intervallum  indexe  legyen  L.  Ekkor  az  osszegzes  az  elobbi  szummaban  nem  n-ig  tart,  hanem 
csak  L-ig,  es  az  adott  esetben  csak  a  valasz  matrix  [RiLj  ,  Rkl]  elemeinek  ismerete  sziikseges. 
Definialjunk  most  egy  Sl  =  )'k/Rki.  faktort,  majd  a  valasz  matrix  idezett  elemeinek  Sl  szereset 
rendre  levonjuk  a  meressel  kapott  y  spektrum  megfelelo  komponenseibol: 

y’K  =  Yk -SlRkl  =  0  (def.szerint); 

y  K-l  =  Yk-1  —  SlR^-jJl;  ^ 

y'i=yi-SLR1L 

Ebben  az  esetben  az  y’  spektrum  tekintendo  a  K-adik  csatorna  jaruleka  nelkiili  spektrumnak.  Az 
iteraciot  a  kovetkezo  lepesben  az  y’  spektrumra,  mint  „bemen6”  spektrumra  alkalmazzuk,  es  ezt 
az  eljarast  folytatjuk  addig  amfg  eljutunk  az  1.  csatomaig.  Ha  a  valasz  matrix  oszlopai  normalt 
eloszlasok,  akkor  pontosan  az  S;  (i  =1,2,...,  L),  S;  =  0  (i  =  L+l,  ...  ,  m)  faktorokbol  kepezett  S 
vektor  tekintendo  a  tenyleges  spektrum  intenzitaseloszlasanak.  A  modszer  tehat  iterativ  modon, 
legfeljebb  m  lepesben  szolgaltatja  a  valos  spektrumot.  De  ismet  hangsulyozzuk,  hogy  a  modszer 
feltetelezi  a  valasz  matrix  ismeretet.  Ennek  eloallrtasara  az  V.  fejezetben  adok  reszletesen 
kidolgozott  eljarast. 

Az  ertekezesemben  targyalt  dekonvolucios  modszerek  -  melyek  szinten  az  R  valasz  matrix 
ismeretere  tamaszkodnak  -  tekinthetok  a  „spectrum  stripping”  eljaras  tovabbfejlesztesenek. 
Ugyanis  a  dekonvolucio  soran,  amikor  is  az  y  =  Rx  egyenletrendszert  oldjuk  meg,  a  tenyleges 
spektrum  komponensei,  az  elobbi  szohasznalattal  az  intenzitaseloszlas  minden  komponense,  bar 
ugyancsak  iterativ  algoritmusok  eredmenyekeppen,  de  egyetlen  lepesben  adodik. 

3.  Tovabbi  klasszikusnak  tekintheto  eljaras  a  spektrum  masodik  derivaltjanak  szamitasa. 
A  modszer  azt  aknazza  ki,  hogy  a  csucsok  helyen  a  masodik  derivaltnak  eles  minimuma  van.  Az 
eljarast  a  IV.  fejezetben  a  Fourier-transzformacio  alkalmazasai  kozott  reszletesen  elemzem  es 
osszehasonlrtom  mas  dekonvolucios  technikakkal.  Annyit  mar  most  kiemelek,  hogy  az  eljaras 
nem  alkalmazhato  eredmenyesen  akkor,  ha  segrtsegevel  tobb  izotop  egyiittesenek  spektrumat 
vizsgaljuk  kozel  eso,  atfedo  gamma  vonalak  eseten.  A  modszer  felbontasa  kifejezetten  rossz,  es 
nem  szolgaltat  minden  gamma  vonalat. 

1.3.  AZ  ALKALMAZOTT  SZOFTVER,  A  „MATLAB”,  ES  AZ  INFORMA TIKAI 
KORNYEZET  VAZLATOS  BEMUTATASA 

Mivel  az  ertekezesem  lenyegeben  numerikus  modszerek  kidolgozasarol  es  ezeknek  az 
algoritmusoknak  egy  adott  programnyelven  torteno  implementaciojat  koveto  futtatasarol  szol, 
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sziiksegesnek  erzem  par  sorban  jellemezni  mind  az  informatikai  kornyezetet,  mind  pedig  az 
alkalmazott  szoftvert.  Az  elobbi  jelentosen  befolyasolja  peldaul  a  szamftasok  elvegzesehez 
szlikseges  idotartamot,  az  utobbi  pedig  erinti  az  alkalmazott/alkalmazhato  programnyelvet  es 
felvet  kompatibilitasi  kerdeseket. 

A  szamftasokat  egy  hordozhato  szamftogepen  vegeztem,  amelyben  egy  ketmagos  CPU,  egy 
2,00  GHz  orajelu  Intel  Core-2  Duo  processzor  van,  1  MB  Cache-memoriaval,  1,20  MHz 
frekvencian  mukodo  3GB  operatfv  memoriaval.  Ezek  az  adatok  befolyasoljak  a  szamftasok 
sebesseget  -  a  szamftasokhoz  sziiksege  hattertar  meretet  is  figyelembe  veve  -,  ami  az 
algoritmusok  kidolgozasanal  egy  lenyeges  kerdes.  Nyilvanvalo,  hogy  az  altalam  kozolt  adatok 
egy  masik  szamftogepen  mas  erteknek  adodnak.  Tovabba  fontosnak  tartom  kiemelni,  hogy  az 
alkalmazott  szoftver  32  bites  WINDOWS-XP  operacios  rendszer  alatt  futott,  ugyanis  kideriilt, 
hogy  a  MATLAB  pleldaul  WINDOWS-VISTA  komyezetben  nem  mukodik,  el  sem  indul,  csak 
egy  hibaiizenetet  kapunk. 

Az  alkalmazott  szoftver  a  MATLAB  6.5.  verzioja  [37].  Azert  valasztottam  eppen  ezt,  mert 
egyreszt  a  MATLAB  egy  nagy  hatekonysagu,  tudomanyos  es  mfiszaki  szamftasok,  valamint  a 
szamftasi  eredmenyek  vizualis  megjelenftesenek  tamogatasara  kifejlesztett  rendszer.  (Az 
ertekezesben,  a  fiiggelekben  es  a  MELLEKLET-ben  szereplo  osszes  abrat  -  kiveve  az  1-4. 
fenykepeket,  amelyeket  szinten  en  fotoztam  -,  mind  a  MATLAB -bal  keszftettem,  sem  abrat  sem 
grafikont  nem  vettem  at  mas  forrasbol.)  Masreszt  pedig,  tekintettel  arra,  hogy  a  MATLAB  nev  a 
MATrix  LABoratory  elnevezesbol  szarmazik,  mar  a  neve  is  mutatja,  hogy  a  rendszer  alapvetoen 
linearis  algebrai  problemak  megoldasat  tamogatja.  Amint  pedig  az  1.1.  pontbol  kideriilt,  az 
altalam  vizsgalt  spektrumkiertekelesi  problema  eppen  egy  kiilonleges  linearis  rendszer 
megoldasat  jelenti,  fgy  a  MATLAB  idealis  programozasi  kornyezetet  jelent  a  szamftasok 
elvegzesehez.  A  MATLAB  specialis  problemakorok  vizsgalatahoz  tamogat  un.  „toolbox”-okat, 
azaz  eszkoztarakat,  amelyekben  osszetett  eljarasokat  egyetlen  parancsszoval  lehet  futtatni,  nines 
sziikseg  semmifele  programozasra.  En  ezeket  tudatosan  elkeriiltem,  sot  meg  az  alapkiepftesben 
talalhato  beepftett  programokat  sem  hasznaltam  minden  esetben,  hanem  inkabb  kodoltam  a 
sziikseges  eljarasokat.  Peldakent  emlftenem  a  gorbeillesztes  vagy  a  diszkret  Lourier- 
transzformacio  algoritmusat,  vagy  emlfthetnem  a  Gram-Schmidt  ortogonalizaciot,  amelyek 
beepiilt  fiiggvenyek  a  MATLAB -ban,  de  egyes  esetekben  celszeriinek  lattam  ezek  alkalmazasat 
keriilni.  Viszont  tudatosan  alkalmaztam  peldaul  a  Gauss-eliminacio  vagy  a  matrix  invertalas 
algoritmusat,  hiszen  ezek  annyira  kozismertek,  hogy  minden  temakorrel  foglalkozo 
szakirodalomban  szerepelnek  es  mas  matematikai  szoftverekben  is  megtalalhatoak.  Ugyanis  az  a 
cel  vezerelt,  hogy  az  ertekezesben  kozolt  eredmenyeket  olyan  felhasznalok  is  alkalmazhassak, 
akik  nem  rendelkeznek  MATLAB-bal.  Szamukra  segftseget  jelentenek  a  programok 
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implementacioi,  az  un.  M-file-ok,  melyek  tanulmanyozasaval,  azok  mintajara,  egy  masik 
programnyelven  is  kodolhatjak  az  algoritmusokat.  A  MATLAB  forrasnyelve  a  C-nyelv,  a 
kezikonyv  szerint  [37]  a  C-nyelven  frt  kodokat  a  szoftver  megerti,  bar  nyilvanvaloan  egyszeriibb 
MATLAB-ban  megfrni  egy  programot  mint  C-ben. 

Ertekezesem  jelentos  reszet  kepviseli  az  algoritmusok  MATLAB -implemetacioj  a,  hiszen 
egyreszt  ezek  az  algoritmusok  konkret  implementacio  nelkiil  nem  hasznalhatok,  masreszt  a 
programcsomag  bizonyitja,  hogy  az  algoritmusok  hasznalhatok  a  gyakorlatban.  Ezek  mind 
onalloan  futtathato  programok,  a  MATLAB  nyelven  un.  M-file-ok,  egyik  sem  fiigg  kozvetleniil 
a  tobbitol.  Ezek  az  M-file-ok  egy  komplett  szoftverrendszert  alkotnak,  amelyekkel  egyreszt 
elvegezheto  a  szcintillacios  detektor  osszes  sziikseges  kalibracioja,  eloallfthato  a  detektor  valasz 
matrixe  es  elvegezheto  a  spektrumok  kiertekelese  ket  aspektusbol:  egyreszt  a  dekonvolucios 
algoritmusokkal  azonositani  lehet  a  sugarzo  izotopokat,  masreszt  tobb  izotop  egyiittes  sugarzasa 
eseten  a  szelektiv  aktivitas-meghatarozas  is  elvegezheto.  Minden  egyes  M-file-t  bosegesen 
ellattam  megjegyzesekkel,  kommentarokkal,  hogy  az  alkalmazo  szamara  vilagosak  legyenek 
egyreszt  a  bemeno  parameterek  es  az  is  hogy  a  program  melyik  lepesben  milyen  muveletet  hajt 
vegre.  Tettem  mindezt  annak  erdekeben,  hogy  ha  egy  felhasznalo  nem  rendelkezik  MATLAB- 
bal,  akkor  konnyen  lefordithassa  a  programokat  egy  masik  nyelvre. 

OSSZEGZES 

Mielott  belefognek  a  II.  fejezet  dekonvolucios  modszereinek  vizsgalataba 
kihangsulyozom,  hogy  a  problemat  a  soron  kovetkezo  fejezetben  tisztan  matematikai 
problemakent  fogom  vizsgalni.  Rosszul  kondicionalt  linearis  rednszerek  megoldasara  fogok 
kozolni  hatekony  eljarasokat.  Az  elso  pontban  vazlatosan  bemutattam  a  problemat  matematikai 
oldalrol,  de  termeszetesen,  a  temakorben  jaratlan  olvaso  szamara  elengedhetetlen  az  adekvat 
szakirodalom  attanulmanyozasa. 

A  matematikai  megkozelftes  csak  annyiban  hasonlit  a  valos  gamma  spektrumokra,  hogy 
ezekben  a  gamma  vonal  egy  Gauss  gorbevel  leirhato  foto-csucs.  Egy  valos  spektrum 
termeszetesen  tartalmaz  meg  egyeb  reszleteket,  Compton  tartomanyt  es  viszaszorasi  csucsot 
feltetleniil,  de  mint  latni  fogjuk,  a  tisztan  Gauss  fiigg venyek  osszegenek  dekonvoluciojara 
alapulo  vizsgalat  is  tanulsagos.  Megmutatja,  hogy  melyek  azok  az  algoritmusok,  amelyek  mar 
ebben  az  esetben  sem  alkalmazhatok  kello  hatekonysaggal,  melyek  azok  amelyek  nem  bontjak 
fel  a  spektrumot  Dirac  deltakkal  egyenerteku  „gamma  vonalakra”.  Lehetoseget  teremt  tovabba 
az  osszehasonlftasra,  a  konvergencia  sebessegenek  es  a  felbontokepessegnek  a  vizsgalatara. 
Termeszetesen  alkamazom  majd  a  kidolgozott  algoritmusokat  valos,  meressel  kapott  gamma 
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spektrumok  dekonvoluciojara  az  V.  pontban.  Ott  bizonyitast  nyer,  hogy  egy  alkalmas  valasz 
matrix  birtokaban  -  melynek  eloallftasara  szinten  az  V.  pontban  frok  le  egy  eljarast  a  tisztan 
matematikai  kornyezetben  vizsgalt  algoritmusok  megtartjak  elonyos  tulajdonsagaikat  es  valoban 
gyorsabbak  es  nagyobb  felbontasuak,  mint  a  szakirodalomban  fellelheto  eljarasok. 

Az  I.  pontban  vazlatosan  leirtam  „klasszikus”-nak  nevezheto  eljarasokat  Ezeket  nem 
fogom  alkalmazni,  csak  abbol  a  szempontbol  vizsgaltam/vizsgalom  ezeket,  hogy  megmutassam, 
a  dekonvolucios  technikak  mennyivel  hatekonyabbak.  Kiemelem,  hogy  a  klasszikus  modszerek 
elsosorban  a  matematikai  analfzis  hagyomanyos  modszereit  alkamazzak,  mig  a  dekonvolucios 
technikak  a  szamitogepek  adta  lehetosegeket  aknazzak  ki,  azt  a  kepesseget,  hogy  nagy 
mennyisegii  numerikus  linearis  algebrai  szamftast  tudnak  elvegezni  rovid  ido  alatt. 
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II.  FEJEZET:  DEKONVOLUCIOS  MODSZEREK 

II.l.  KLASSZIKUS  LINEARIS  ALGEBRAI ITERACIOS  ALGORITMUSOK  ES  EZEK 
JAVITOTT  VALTOZATAI 

Legyen  R  e  9tnxn  a  detektor  valasz  matrixa,  y  e  a  mert  spektrum.  Az  I.  fejezetnek 

:jc 

megfeleloen  alkalmazzuk  az  A  =  R  R,  es  az  y’  =  R  y  jelolest  es  ez  utobbiban  a  ’  jelet  elhagyjuk. 
Tehat  az  Rx  =  y  egyenletrendszer  helyett  az  Ax  =  y  egyenletrendszert  oldjuk  meg,  ebben  a 
pontban  iteracioval.  Szamos  iteracios  algoritmus  letezik.  Mielott  reszletesen  bemutatnank 
nehanyat,  amely  a  felvetett  problema  megoldasara  alkalmas,  eloszor  az  iteracio 
megvalosftasanak  alapgondolatat  mutatjukbe  [10,16,18]. 

Mindenekelott  alkalmazzunk  egy  szokasos  elnevezest.  Megengedett  megoldasnak 
nevezziik  az  x(k)  megoldast,  ha  az  eleget  tesz  minden  olyan  matematikai  (illetve  fizikai) 
feltetelnek  amelyet  a  megoldastol  eleve  elvarunk.  A  mi  esetiinkben  ez  azt  jelenti,  hogy  kizarolag 
nem  negatfv  komponensekbol  alio  vektorok  kozott  keressiik  a  megoldast,  mivel  ennek  van 
fizikailag  ertelme.  Igy  a  megengedett  megoldasok  halmaza: 

G  =  {  x  e  91n  I  x(j)  >  0;  j  =  1,2,  ...,  n  } 

Oldjuk  meg  az  Ax  =  y  egyenletrendszert  xlk  +  1 1  =  Bx(k>  +  f  alaku  iteracioval.  Az  iteracios 
formula  az  alabbi  gondolatmenettel  adodik:  Legyen  A  =  Ai  +  A2  az  A  olyan  felbontasa,  melyben 
Ai  regularis.  Ekkor  Aix  +  A2x  =  y  atrendezesevel  Aix  =  -  A2x  +  y  adodik.  Ha  ezt  megszorozzuk 
balrol  Ai  inverzevel  -  ez  letezik,  hiszen  eppen  ezert  valasztottuk  Arct  regularisnak  -,  akkor  az 
x  =  -  Ai-1A2x  +  Af'y  egyenletet  kapjuk.  Vezessiik  be  a  B  =  -  Af1  A?  es  az  f  =  Af'y 
egyszeriisfto  jeloleseket.  Igy  eppen  az  iteraciora  alkalmas  x  =  Bx  +  f  alakot  kapjuk.  Kozelebbrol 
B  =  Ark(-Ai  +  A)  =  -  E  +  AT1  A,  ahol  E  e  91nxn  az  identitasmatrix.  Az  Ai  matrixot  ugy  celszeru 
megvalasztani,  hogy  B  normaja  kicsi  legyen,  mert  ekkor  a  konvergencia  gyors.  Magatol 
ertetodik,  hogy  egy  iteracios  formula  csak  akkor  alkalmazhato  ertelmes  modon,  ha  bizonyftva 
van  a  konvergencia.  Alapveto  tetel,  hogy  a  fenti  iteracios  formula  eseten  a  konvergencia 
szlikseges  es  elegseges  feltetele  az,  hogy  B  spektralsugarara  -  tehat  az  abszolut  ertekben 
maximalis  sajatertekere  -,  p(B)  =  max  lk(B)l  <  1  teljesiiljon.  Az  alabbiakban  kozolt  algoritmusok 
eseteben  ennek  a  feltetelnek  feltetleniil  teljesiilnie  kell. 

A  kovetkezo  pontokban  tobb  olyan  algoritmust  ismertetek,  amelyek  tartalmaznak  bizonyos 
szabad  parametereket.  Igy  tobbszor  is  szerepel  majd  annak  vizsgalata,  hogy  ezek  a  szabad 
parameterek  milyen  hatassal  vannak  az  iteracio  eredmenyere.  Sajnos  terjedelmi  korlatok  miatt 
nem  szerepeltethetem  a  kovetkezo  oldalakon  minden  probalkozasom  eredmenyet.  Csak  a 
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tapasztalatok  szerinti  legjobb  megoldast,  a  parameterek  ertekenek  „optimalis”  valtozatat,  illetve 
az  ezekkel  kapcsolatos  szamftasok  eredmenyet  all  modomban  beilleszteni  a  dolgozatba. 

Tovabbi  kerdes  az  iteracio  megallasi  kriteriumanak  meghatarozasa.  Erre  is  tobb  lehetoseg 
letezik: 


1. 

2. 


Legnyilvanvalobb  a  kovetkezo:  elofrjuk,  hogy  L  lepesbol  alljon  az  iteracio.  Ennek 
hatranya,  hogy  nem  kapunk  kozvetleniil  informaciot  a  konvergencia  sebessegerol. 
Vizsgalhato  a  szomszedos  megoldasok  elteresenek  normaja.  Elofrunk  egy  kicsiny 


pozitfv  £  hibakorlatot,  es  az  iteracio  leall  az  L-edik  lepesben  ha 


r(L+l)_Y(L) 


<£. 


3.  Ha  az  Ax  =  y  rendszert  oldjuk  meg  ahol  y  ismert,  akkor  az  elozohoz  hasonloan 


megallasi  kriterium  lehet  a 


Ax 


(L)_, 


<  £  feltetel  teljesiilese  adott  £  hibakorlat  eseten. 


4.  Alkalmazhato  a  %  statisztika  is  a  megoldas  „josaganak”  eldontesere.  A  k-adik  lepesben 

\2 


9  m  ((Ax 

kapott  megoldas  esetere  kiszamftjuk  a%"  =  X 

i=l 


w),-yi)2 


mennyiseget,  ahol  Oi  a 


megoldas  i-edik  komponensenek  szorasa.  Ha  ye  31 11  akkor  koztudottan  M(%2)  =  n.  Ha 
<  k  ,  ahol  k  elore  adott  pozitfv  valos  szam,  az  iteracio  leall. 


IX2  -n 


A  kidolgozott  algoritmusok  mindegyikenel  sziikseges  egy  megallasi  kriterium  alkalmazasa. 
Gyakorlatilag  a  fentiek  kozifl  barmelyik  alkalmazhato,  ez  a  felhasznalo  dontesen  mulik.  Azonban 
terjedelmi  korlatok  miatt  minden  algoritmus  eseteben  csak  egyet  alkalmazok  majd,  de  mindegyik 
modszert  illusztralom  a  megfelelo  helyen. 


II.l.l.  GAUSS-SEIDEL  ITERACIO 


A  klasszikus  Gauss-Seidel  iteracio  eseteben  az  A  matrix  felbontasa  a  kovetkezokeppen 
tortenik  [13,17]:  jelolje  D  azt  a  diagonalis  matrixot,  amelynek  foatloja  megegyezik  az  A  matrix 
foatlojaval.  L  jelolje  azt  az  also  haromszogmatrixot,  melynek  elemei  rendre  megegyeznek  az  A 
foatlo  alatti  komponenseivel,  es  U  pedig  az  ugyanilyen  modon  megszerkesztett  felso 
haromszogmatrixot.  Nyilvanvaloan  teljesul  ekkor  azA  =  L  +  D  +  U  egyenloseg.  Az  A 
felbontasa  pedig  Ai  =  L  +  D,  A2  =  U.  Ekkor  -  a  mondott  feltetelek  miatt  -  Ai  nyilvanvaloan 
regularis,  hiszen  det(Ai)  eppen  a  D  elemeinek  szorzata,  es  mivel  ezek  kozott  a  feltevesek  miatt 
nines  zerus,  a  szorzat  sem  zerus,  ez  pedig  pontosan  egyenerteku  Ai  regularitasaval.  Ezekkel  a 
jelolesekkel  az  x  =  -  Ai_1A2x  +  Ar’y  iteracios  formula  az 

x(k+1)  =  -  (L  +  D)_1Ux(k)  +  (L  +  D)_1y  (2.1) 
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alakot  olti.  A  konvergencia  elegseges  feltetele  -  tetszoleges  x(0)  indulo  megoldas  eseten  -  az, 
hogy  norm[(L  +  D)_1U]  <  1  teljesiiljon. 

Az  elobbiekben  ket  feltetel  is  szerepel,  amely  a  konvergenciat  biztositana,  de  sajnalatos 
modon  a  detektorok  valasz  matrixere  csak  az  egyik  teljesiil,  megpedig  az,  hogy  a  foatloban 
nullatol  kiilonbozo  elemek  allnak,  de  a  normara  vonatkozo  feltetel  nem  teljesiil. 

Hasznaljuk  ki  azonban  a  problema  specialitasat,  megpedig  azt,  hogy  az  A  egyiitthato 

sj: 

matrixot  A  =  R  R  alakban  allitottuk  elo.  Ebbol  ugyanis  kovetkezik,  hogy  az  A  matrix 
szimmetrikus  es  pozitiv  szemidefinit.  A  Gauss-Seidel  iteracio  abban  az  esetben  konvergens, 
amikor  az  A  matrix  szimmetrikus  es  pozitiv  definit.  Sajnalatos  modon  azonban  detektorok  valasz 
matrixe  eseteben  nem  garantalhato  a  pozitiv  definitseg,  a  tapasztalatok  azt  mutatjak,  hogy  az  A 
egyiitthatomatrixnak  szamos,  kozel  szaz  zerus  sajaterteke  is  lehet. 

Az  alabbiakban  illusztralom,  hogy  az  iteracio  alapesetben  nem  ad  hasznalhato  megoldast. 
Ehhez  felhasznaljuk  az  I.  fejezetben  ismertetett  idealis  Gauss-spektrumot,  idealis 
valaszfiiggvennyel.  Mielott  a  megoldast  szemleltetnenk,  megemlitjiik,  hogy  A  e  9t512x512 
egyiitthatomatrix  esten,  norm[(L  +  D)_1U]  =  6,86  -  ez  az  Euklideszi  norma,  ami  gyakorlatilag  a 
spektralsugar  -  tehat  az  elegseges  feltetel  nem  teljesiil  ,  es  23  db  zerus  sajaterteke  van,  tehat  a 
matrix  nem  pozitiv  definit. 


Idealis  spektrun 


Dekonvolucio  Gauss-Seidel  iteracidval 


O  50  90  140  200  250  300  400 

csatornaszam 


O  50  90  140  200  250  300  400  500 

csatornaszam 


II.1.  abra.  Idealis  spektrum  dekonvolucioja  Gauss-Seidel  iteracioval 

Jol  lathato  a  II.l.  abran,  hogy  a  megoldas  nem  „pozitiv  szemidefinit”,  vannak  negativ 

komponensek,  aminek  nines  fizikai  jelentese,  tovabba  oszcillalo  megoldast  kaptunk,  amit 

ugyancsak  nem  vartunk,  es  ha  felfedezni  veliink  -  a  bal  oldali  abran  leolvashato  pozicioknal  - 

Gauss-gorbere  hasonlito  csucsokat,  vilagosan  latszik,  hogy  megjelennek  hamis  csucsok  is,  tehat 

a  megoldas  mindenkeppen  megbizhatatlan.  Tehat  az  iteracio  ebben  a  hagyomanyos  formaban 

nem  hasznalhato.  Megjegyezziik,  hogy  az  abrazolt  megoldas  egy  L  =  1000  lepeses  iteracio 

eredmenye,  melyhez  sziikseges  szamitasi  ido  LU-felbontassal  5,31s.  Az  elobbiekben  vazolt 

idobeli  kiilonbseget  kiemelve,  ha  ugyanezt  az  algoritmust  nem  LU-felbontassal,  hanem  az  inverz 
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tenyleges  kiszamftasaval  vegezziik  el,  225,3s  idore  van  sziikseg,  ami  valoban  jelentos 
idokiilonbseg.  A  megoldas  termeszetesen  ugyanaz. 

II.1.2.  A  GAUSS-SEIDEL  ITERACIO  REGULARIZACIOJA 

Vilagos,  hogy  a  problema  abban  rejlik,  hogy  az  egyutthatomatrix  nem  pozitfv  definit. 
Modosftsuk  tehat  ennek  erdekeben  a  problemat  ugy,  hogy  az  egyutthatomatrixot  pozitfv  definitte 
valtoztatjuk.  Ez  a  lepes  tulajdonkeppen  a  regularizacio  problemakoret  erinti  [30-36].  A 
klasszikus  modszerek  vizsgalata  soran  kideriil,  hogy  a  megoldas  soran  a  legtobb  problemat  a 
kicsi,  nulla  illetve  nullahoz  kozeli  sajatertekek  okozzak.  A  regularizacio  soran  az  A 
szimmetrikus,  pozitfv  szemidefinit  matrixot  ugy  kozelftjuk  matrixok  seregevel,  hogy  a  kozelfto 
matrixok  sajatertekei  tavol  maradjanak  a  zerustol.  Legyen  A  e  31"xn,  es  a  >  0,  valos  szam. 
Definialjuk  kozelfto  matrixok  Aa  sereget  az  alabbi  modon: 

Aa  =  A  +  a-E  (2.2) 

ahol  E  e  31"xn  az  identitasmatrix.  Tehat  nem  tesziink  mast,  mint  az  A  matrix  foatlojanak  minden 
elemehez  hozzaadunk  a-t.  Ha  a  — >  0,  akkor  nyilvan  teljesiil,  hogy  Aa  — >  A.  Ha  az  A  matrix 
sajatertekei  a  X\  valos  szamok,  akkor  Aa  sajatertekei  a  A,  +  a  valos  ertekek,  ugyanis: 

AaUi  =  (A  +  a-E)u;  =  Au,  +  a-Euj  =  ^u;  +  au,  =  (ht  +  a)u,  (2.3) 

Az  a  valos  szamot  regularizacios  parameternek  nevezzifk.  Mivel  A  sajatertekei  mind  nem 
negatfvak,  vilagos,  hogy  tetszoleges  kicsi  a  >  0  parameter  eseten  Aa  sajatertekei  szigoruan 
pozitfvak  lesznek,  tehat  az  Aa  matrix  pozitfv  definit.  Az  eredeti  Ax  =  y  egyenletrendszer  helyett 
megoldjuk  az  Aax  =  y  egyenletrendszert  kicsiny  a  >  0  parameter  mellett  ugy,  hogy 
a  — ►  0.  Ez  utobbi  hataratmenet  azonban  csak  elmeleti  megfontolasoknal  hasznalhato  egzaktul. 
Numerikus  szamftasoknal  figyelembe  kell  venni  a  szamftogep  szamftasainak  pontossagat,  ha  a 
erteket  egy  bizonyos  hataron  tul  csokkentjuk,  azt  a  szoftver  0-nak  tekinti,  fgy  van  egy  esszeru 
hatar  -  ami  gepfiiggo  -,  aminel  tovabb  nines  ertelme  csokkenteni  a  erteket.  Ez  gyakorlatilag 
annyit  jelent,  hogy  a  MATLAB  szamara  -  a  szamftogep  szamftasi  pontossaganak  figyelembe 
vetelevel  -  az  Aa  matrix  regularis  kell,  hogy  legyen,  ha  ez  nem  teljesiil,  akkor  a  regularizacio 
nem  mukodik.  Termeszetesen  felmeriil  a  kerdes,  hogy  a  helyettesfto  problema  megoldasa  milyen 
modon  kozelfti  az  eredeti  problema  megoldasat.  Ezt  a  tapasztalat  utjan  fogjuk  megvizsgalni.  Itt 
konkretan  arrol  van  szo,  hogy  a  matrixot  helyettesftettiik  egy  masik  matrixszal,  megvaltoztattuk 
A-t  5A-val.  Kerdes,  milyen  kihatassal  van  ez  a  megoldasra.  Az  (1.7)  formula  valaszol  erre  a 
kerdesre.  Cel,  hogy  ||8x||/||x||  hanyados  minimalis  legyen.  A  kondfeioszam  nyilvanvaloan 
rogzftett.  Ilyen  esetben  ennek  a  hanyadosnak  nem  letezik  minimuma,  hiszen  ha  kondfeioszam  es 
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az  A  matrix  normajanak  hanyadosat  az  egyszeruseg  kedveert  C  jeloli,  es  t  jeloli  a  5A  normajat, 
mint  valtozot,  akkor  feladatunk  az  alabbi  f(t)  fiiggveny  szelsoertekenek  meghatarozasa: 

Ct  d  (  Ct  'j  C(l-C  t)-C  t(-C)_  C 


f(0  = 


1-Ct 


dt 


1-C-t 


(2.4 -2.5) 


(l-Ct)2  (i-ct)2 

A  derivalt  C  >  0  miatt  szigoruan  pozitiv,  azaz  a  fiiggveny  szigoruan  monoton  novekedo,  ami  a 
problema  ismereteben  intuitive  is  nyilvanvalo.  Ennek  alapjan  kijelenthetjiik,  hogy  a  hiba  akkor  a 
legkisebb,  ha  5A  normaja  a  leheto  legkisebb  de  legfeljebb  annyira  kicsi,  hogy  a  gep  szamara  az 
A„  matrix  meg  regularis  marad.  a-t  addig  csokkentjuk,  amrg  A„  regularis  marad,  ennel  tovabb 
nines  ertelme  a  csokkentesnek.  Azonban  nines  ertelme  elvileg  sem  minden  hataron  tul 
csokkenteni  a  parameter  erteket,  hiszen  azt  szeretnenk,  hogy  lenyeges  tulajdonsagaiban 
megvaltozzon  a  megoldas.  Eszerint  egy  kompromisszumos  ertek  lehet  a  jo  valasztas,  „se  nem  tul 
kicsi,  se  nem  tul  nagy”,  ezt  minden  algoritmus  eseten  meg  kell  hatarozni.  Altalaban  az 
algoritmusok  erzekenyek  erre  a  parameterre,  a  IL4.  pontban  mutatok  be  egy  olyan  algoritmust, 
amely  a  regularizacios  parameter  valasztasara  sokkal  tagabb  intervallumban  erzeketlen,  azaz  a 
megoldas  stabil  marad. 


I dealis  spektrum 


Dekonvoluci o  regularizalt  Gauss-Seidel  iteraci oval 
3000 


- 

I  A 

- 

I 

.  A 

j 

■  A >\ 

U 

- 

■"v  W 

y 

r 

O  50  90  140  200  250  300  400  500 
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II.2.  abra.  Megoldas  regularizalt  Gauss-Seidel  iteracioval 

Lassuk  tehat,  milyen  hatassal  van  a  Gauss-Seidel  iteraciora  a  vazolt  regularizacio.  Oldjuk 
meg  ugyanazt  az  egyenletrendszert  mint,  az  elobb  idealis  forras  es  idealis  valasz  matrix  eseteben. 
Az  A  matrix  rangja  r(A)  =  489,  tehat  a  regularizalatlan  matrix  szingularis.  Ha  a  regularizacios 
parameternek  az  a  =  10  4  erteket  adjuk,  akkor  r(Aa)  =  512,  „A  tehat  regularissa  valt”,  Aa  mar 
pozitiv  definit,  de  a  ket  megoldas  kozott  gyakorlatilag  nem  lathato  kiilonbseg.  Meg  kell 
novelniink  a  erteket  annak  erdekeben,  hogy  megvaltozzek  a  megoldas.  Legyen 

_9 

a  =  10  .  Ekkor  a  regularitas  es  a  pozitiv  definitseg  tovabbra  is  fennall.  Az  ugyancsak  1000 
lepeses  iteracio  eredmenye  a  II. 2.  abran  lathato. 
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Jelentos  kiilonbseg  lathato  a  regularizalatlan  es  a  regularizalt  megoldas  kozott.  A  megoldas 
sokkal  kevesbe  oszcillal,  mar  „majdnem  pozitfv  szemidefinit”,  azaz  sokkal  kevesebb  negatfv 
komponens  adodik  megoldaskeppen,  a  hamis  csucsok  intenzitasa  kisebb,  de  mindenkeppen 
hatrany,  hogy  a  250.  csatomahoz  tartozo  csucs  nem  jelenik  meg  karakteresen,  a  ket  szomszedos 
csucs  ezt  eltakarja.  Egyebkent  a  szamftasi  ido  5,34s  tehat  gyakorlatilag  nem  valtozott  az 
elozohoz  kepest,  tovabba  van  egy  jelentos  kiilonbseg  a  ket  megoldas  kozott,  amire  eddig  nem 
utaltam,  most  viszont  fontos  szerepet  kap. 


A  megallasi  kriterium  legyen  az 


r(k+l)  (k) 


<  £  egyenlotlenseg.  Ha  ez  teljesiil  adott  £ 


eseten  egy  bizonyos  k-ra,  akkor  az  x(k)  vektort  fogadjuk  el  megoldasnak.  Marmost  az  elozoekben 
vizsgalt  1000  lepeses  iteracional  ez  a  norma  rendre  34,3  illetve  0,0139,  ami  azt  jelenti,  hogy  a 
regularizalt  megoldas  sokkal  gyorsabban  konvergal. 

Meg  egy  modosrtast  vegrehajtok  az  iteracios  algoritmusban  annak  erdekeben,  hogy 
elkeruljiik  a  negatrv  megoldasokat  a  kovetkezo  egyszeru  modon.  A  k-adik  lepesben  kapott 
megoldas  minden  negatfv  komponenset  nullava  valtoztatom,  azaz  kepezem  az  x(k)  megoldas 
ortogonalis  projekciojat  a  megengedett  megoldasok  O  halmazara,  ezt  a  projekciot  jeloli  xp(k),  es  a 
(k  +  l)-edik  lepesben  ebbol  a  xp(k)  vetiilet-vektorbol  szamftjuk  az  x<k  +  1 1  kozelrtest,  a  jelzett 
modosrtast  ezen  is  elvegzem,  majd  ezt  ismetlem  minden  iteracios  lepesben.  Mivel  pozitfv  definit 
matrix  eseten  az  iteracio  tetszoleges  kezdoertek  eseten  konvergens,  ezekkel  a  modosftasokkal  is 
konvergens  iteraciot  kapunk,  a  valtoztatas  csak  annyi,  hogy  minden  lepesben  egy  valos 
megoldashoz  kozelebbi  indulo  vektort  valasztunk. 


II.3.  abra.  Regularizalt,  „pozitfv  definit”  Gauss-Seidel  iteracio  eredmenye 

Lassuk,  hogyan  modosftja  ez  az  atalakrtas  az  elozoekben  kapott  megoldast.  Oldjuk  meg  most 
mar  harmadszor  ugyanazt  a  rendszert  1000  lepes  alkalmazasaval,  regularizacio  es  a  negatfv 
koordinatak  elhagyasa  eseten.  A  II.3.  abran  lathato  az  eredmeny.  Ami  a  megoldasrol  leolvasato: 
nyilvanvaloan  nem  negatfv,  nem  oszcillalo,  eltuntek  a  hamis  csucsok,  szemre  ott  vannak  a 
megoldas  csucsai  mint  a  baloldali  egzakt  ertekek  -  erre  meg  az  alabbiakban  visszateriink  -,  es 
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meg  ki  kell  hangsulyozni,  hogy  a  szamftasi  ido  ismet  5,43s  tehat  ez  nem  valtozott,  a  szomszedos 
megoldasok  normaja  1000  lepes  utan  pedig  1,17.  Ez  ugyan  gyengebb  mint  az  elobbi,  de  meg 
mindig  egy  nagysagrenddel  jobb,  mint  a  regularizalatlan  esetben.  A  regularizacios  parameter 
erteke  ebben  az  esetben  a  =  10  volt.  Kiilonbozik  a  korabbiaktol.  Ez  nem  veletlen,  ezekek  a 
szanritasoknak  eppen  az  a  celja,  hogy  beallltsuk  a  erteket  ugy,  hogy  a  modszer  hasznalhato 
legyen,  azaz  validaljuk  az  algoritmusainkat.  Ebben  az  esetben  ez  a  legmegfelelobb  ertek. 

Mielott  raternek  zajos  spektrumok  dekonvoluciojara,  futtassuk  az  iteraciot  egy  masik,  a 

_o 

gyakorlat  szamara  hasznosabb  megallasi  kriteriummal.  Legyen  8  =  10  a  hibakorlat.  Az  adott 
esetben,  amikor  a  megoldas  512  komponensbol  all,  ekkora  elteres  a  normakban,  mar  eleg 
csekely  ahhoz,  hogy  az  iteracioval  kapott  erteket  elfogadjuk  megoldasnak.  Legyen  tehat  8=10 

_o 

es  a  =  10  .  Az  eredmeny  a  II.4.  abran  lathato.  Az  iteraciohoz  2193  lepesre  volt  sziikseg,  a 
szamftas  idotartama  20,67s  es  az  elteres  normaja  9,97-10  4.  Mivel  nem  az  eredeti 
egyenletrendszert  oldottuk  meg,  hanem  egy  modosftott  rendszert,  termeszetesen  nem  varhatjuk 
el,  hogy  a  megoldas  egzakt  Dirac-fele  delta  fiiggvenyekbol  alljon.  Szamunkra  a  csatomaszam  a 
fontos,  mert  -  energia  kalibraciot  kovetoen  -  ebbol  tudunk  kovetkeztetni  az  izotop  minosegere. 
Ennek  erdekeben  a  megoldasban  kapott  csucsokra  egyenkent  illesztiink  egy-egy  Gauss-gorbet,  es 
tenyleges  megoldaskent  ezek  kozeperteket  fogadjuk  el.  Ezt  a  programot  megvalosftom,  de 
eloszor  megvizsgalom,  hogy  a  modszer  zajos  spektrumok  eseteben  is  jol  mukodik-e? 


Idea Ii3  spektrum 


Dekonvolu cid  elOfrt  hiba korlatta I 


O  50  90  140  200  250  300  400  500 

csatomaszam 


O  50  90  140  200  250  300  400  500 

csatomaszam 


II.4.  abra.  Regularizalt  Gauss-Seidel  iteracio  megallasi  kriteriummal 

Az  eddigiekben  feltettiik,  hogy  a  detektor  valasz  matrixe  minden  Dirac-impulzusra  egy 
egzakt,  sima  Gauss  gorbe.  Ez  a  gyakorlatban  nem  teljesiil,  ezert  alkalmazom  most  a  fenti 
iteraciot  az  I.  pontban  definialt  zajos  spektrumra.  A  II.5.  abra  szemlelteti  az  eredmenyt  az  elozo 
parameterek  alkalmazasa  eseten. 
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Idealis  spektrum 


5000  - 

4500  - 

4000  - 

3500  - 

3000  - 

2500  - 

2000  - 

1500  - 

1000  - 

500  - 


Dekonvolu  cio  zajos  valaszfu  ggvennyel 


O  50  90  140  200  250  300  400 

csatornaszam 


50  90  140  200  250  300  400  500 

csatornaszam 


II.5.  abra.  Regularizalt,  „pozitiv  szemidefinit”  Gauss-Seidel  iteracio  zajos  valasz  matrix  eseten 

„Eszrevehetoen”  nines  lenyeges  kiilonbseg  a  II.4.  es  II.5.  abrakon  lathato  megoldas  kozott.  Az 
iteraciohoz  2231  lepesre  volt  sziikseg,  a  szamftas  idotartama  21,68s  es  az  elteres  normaja 
9,97- 1(T4.  Az  elobbiekben  tapasztalt  „jo  tulajdonsagok”  nem  vesznek  el  attol,  hogy  zajos 
spektrumot  vizsgaltunk,  tehat  megallapfthatjuk,  hogy  a  Gauss-Seidel  iteracio  a  jelzett 
modosltasokkal  alkalmas  rosszul  kondicionalt  feladatok  megoldasara. 

Visszaterve  az  elobbiekben  felvetett  kerdesre,  szamftsuk  ki  a  megoldasgorben  a  csucsok 
helyzetet.  Ehhez  minden  egyes  csucsot  az  atlagertek  kornyezeteben  egy  Gauss-gorbevel 
kozelftek,  es  kiszamftom  az  illesztes  soran  kapott  parameterekbol  a  varhato  erteket.  A  II.l. 
tablazat  tartalmazza  az  egzakt  es  a  szamftott  ertekeket.  Ebbol  lathato,  hogy  a  ket  ertek  relatlv 
elterese  minden  egyes  esuesra,  tehat  a  vizsgalt  teljes  energiatartomanyra  kevesebb,  mint  2%,  es 
egy  kivetellel  1%-nal  is  kisebb.  Az  abszolut  eltereseket  figyelembe  veve,  tekintette  arra,  hogy 
egy  esatorna  2-4  keV  szclcssegu  energiatartomanyt  jelent,  azt  mondhatjuk,  hogy  azokban  az 
esetekben,  amikor  a  foto-csucs  el  van  takarva  reszben  vagy  egeszben,  2-3  esatomat  tevedhetiink, 
ami  4-12  keV  energiabizonytalansagot  eredmenyez.  A  jol  lathato,  karakteresen  megjeleno 
csucsoknal  ez  a  tevedes  legfeljebb  1  esatorna  azaz  2-4  keV. 


Sorszam 

Egzakt  pozicio 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Fel-ertek  szelesseg 

1. 

90 

88,2052 

-1,7948 

8,5529 

20,1403 

2. 

140 

139,2873 

-0,7127 

8,7769 

20,6678 

3. 

200 

200,0605 

0,0605 

10,2836 

24,2158 

4. 

250 

247,6400 

-2,3600 

7,1888 

16,9281 

5. 

300 

300,9745 

0,9745 

9,3870 

22,1045 

6. 

400 

400,3456 

0,3456 

9,3840 

22,0974 

II.l.  Tablazat.  Az  egzakt  es  a  szamitott  poziciok,  ezek  abszolut  elterese  es  az  illesztett  gorbek  szorasa  valamint 
fel-ertek  szelessege  zajos  spektrum  eseten  Gauss-Seidel  iteracioval 
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A  modszer  felbontokepessegerol  is  kaphatunk  informaciot  ha  az  illesztett  gobek  fel-ertek 
szelesseget  vessziik  tekintetbe.  Ezek  szerint  az  algoritmussal  elkiilomthetoek  azok  a  foto-csucsok 
melyek  tavolsaga  nem  kisebb,  mint  20  csatorna,  azaz  energiakiilonbseguk  nagyobb  kell,  hogy 
legyen,  mint  40-80  keV,  a  detektor  tlpusatol,  csatomaszamatol  fiiggoen. 

II.1.3.  A  GAUSS-SEIDEL  ITERACIO  GYORSITASA  RELAXACIOYAL 

A  relaxacio  hatekony  modszer  iteratlv  eljarasok  konvergencia-sebessegenek 
megnovelesere.  Bar  az  elozo  pontban  1000-2000  lepeses  iteraciok  eredmenyet  mar  elfogadtuk 
megoldasnak,  es  ehhez  nagysagrendileg  10-20s  idore  volt  csak  sziikseg,  semmi  sem  garantalja 
azt,  hogy  ez  minden  hasonlo  szerkezetu  matematikai  problema  eseten  lgy  van.  Valtozhatnak  a 
matrix  meretei,  es  elofordulhat,  hogy  az  egyenletrendszert  nem  tudjuk  megoldani 
LU-felbontassal  illetve  Cholesky-felbontassal,  hanem  tenylegesen  ki  kell  szamolni  a  matrix 
inverzet  esetleg  altalanositott  inverzet.  Ez  nagyon  szamolas-  es  ezaltal  idoigenyes  feladat.  A  II.l. 
pontban  megmutattam,  hogy  ilyen  esetben  az  iteracio  idoigenye  jelentosen  megnovekedhet.  Az 
ottani  peldaban  az  idotartam  5,31s-rol  225,3s-ra  novekedett,  ami  tobb  mint  40-szeres 
szorzofaktort  jelent.  Ezt  hasznos  lehet  csokkenteni. 

Eloszor  megvilagftjuk  a  relaxacio  alapgondolatat  [10,13,17].  Az  iteracios  formula  megadja, 
hogyan  kapjuk  meg  a  (k  +  l)-edik  lepesben  az  x(k+1)  kozellto  vektort  az  x(k)  kozellto  megoldas 
ismereteben.  Az  iteracios  formulat  altalaban  at  lehet  alakftani  ugy,  hogy  az  x(k+1)  =  c-x(k>  +  d(k) 
alaku  legyen,  ahol  ce9t  a  d(k)e  31 11  pedig  egy  olyan  vektor,  ami  altalaban  fiigg  a  k-tol,  tehat 
minden  lepesben  mas.  Szavakkal  megfogalmazva  tehat  a  (k  +  l)-edik  lepesben  a  kozellto 
megoldas  ugy  adodik,  hogy  a  k-adik  lepesben  kapott  megoldas  -  szamszorosahoz,  bar  ez  a 
szorzo  a  leggyakrabban  c  =  1  -,  hozzaadunk  egy  korrekciot.  A  relaxacio  ezt  ugy  modosltja,  hogy 
a  d(k)  korrekcios  vektornak  egy  (Lszorosat  ((I  e  9t)  adjuk  a  k-adik  kozellteshez.  Ez  a  [I  a 
relaxacios  parameter.  Leggyakrabban  (I  e  ]0,  1],  de  vannak  esetek  amikor  az  iteracio  akkor  is 
konvergens  marad,  amikor  P  >  1.  Mint  majd  latjuk,  ez  ebben  az  esetben  is  lgy  lesz. 

A  fejezet  bevezetojeben  vazolt  altalanos  x(k  +  ”  =  Bx(kl  +  f  iteracios  semat  ebben  az  esetben 
is  egyszeriien  at  lehet  alakftani  olyan  formara,  amelyre  mar  alkalmazhato  a  relaxacio.  Legyen 
ugyanis  Ee91nxn  az  identitasmatrix.  Ekkor  nyilvanvalo  azonos  atalakltasokkal  a  kovetkezot 
kapjuk: 

x(k  + 1}  =  Bx(k)  +  f  =  x(k)  +  Bx(k)  -  x(k)  +  f  =  x(k)  +  (B  -  E)  x(k)  +  f;  (2.6) 

tehat  d(k)  =  (B  -  E)  x(k)  +  f  jelolessel  eppen  a  klvant  alak  adodik.  Ha  most  (1  relaxacios 
parameter,  akkor  a  relaxaciora  alkalmas  iteracios  formula  a  kovetkezo: 

x(k+  D  =  x(k)  +  p.[(B  _  E)  x(k)  +  fj.  (2.7) 
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Ha  ezt  most  alkalmazzuk  a  Gauss-Seidel  iteraciora,  akkor  azonos  atalakftas  utan  a  (2.1) 
osszefiigges  felhasznalasaval  a  kovetkezo  formulat  kapjuk: 

x<k+1)  =  x(k)  -  x(k)  -  (L  +  D)_1Ux(k)  +  (L  +  D)_1y  =  x(k)  -  [E  +  (L  +  D)_1U]  x(k)  +  (L  +  D)  *y;  (2.8) 
Ha  itt  is  bevezetjiik  a  p  relaxacios  parameter!,  akkor  a  relaxacios  formula  Gauss-Seidel  iteracio 
eseten  a  kovetkezo  alakot  olti: 

x(k+D  =  x(k)  +  p-{— [E  +  (L  +  D)_1U]  x(k)  +  (L  +  D)_1y};  (2.9) 

A  formula  atrendezesevel  lathato,  hogy  ez  a  Gauss-Seidel  iteracionak  az  a  modositott  valtozata, 
melyben  az  A  matrix  A  =  L  +  D  +  U  felbontasa  utan  az 


Ai 


L  +  -D,  A2 

P 


PzA 

P 


D  +  U; 


(2.10) 


jeloleseket  alkalmazzuk.  A  konvergencia  egyik  kriteriuma  az  volt,  hogy  Ai  regularis  legyen,  ami 
egyenertekii  azzal,  hogy  a  foatlojaban  nines  zerus,  azaz  D  foatlojaban  nines  zerus.  Ha  ezeket  az 
elemeket  megszorozzuk  l/|)-val,  ez  a  tulajdonsag  nyilvan  tovabbra  is  fennall.  Bebizonyithato, 
hogy  a  relaxacio  Pe]0,  2[  eseten  konvergens  [10,13,16].  A  mi  feladatunk  megtalalni  azt  a  p 
parameter!,  amely  eseleben  az  ileracio  sebessege  erezhetoen  nagyobb.  Megjegyezziik,  hogy  a 
gyakorlatban  a  P<e]0,  1[  ertekek  alkalmazasa  a  leggyakoribb,  mer!  az  ileracios  algoritmusoknak 


gyakran  eppen  az  a  hibaja,  hogy  az 


valtozas  tul  nagy,  a  tapasztalat  szerint 


celszerubb  kisebb  lepesekben  kozelfteni  a  megoldast. 


Ide^lis  spektrum 


csatomaszam 


Zajos  jel  ( lekonvolu ci cSj a  relax^ci oval 


csatomaszam 


II.6.  abra.  Zajos  spektrum  dekonvolucioja  relaxacioval 


_o 

Most  alkalmazom  a  relaxacios  modszert  a  zajos  Gauss-spektrumra  £  =  10  hibakorlat  mint 

megallasi  kriterium,  a  =  10  3  regularizacios  parameter  es  p  =  0,25  relaxacios  parameterek  eseten. 

Az  iteracio  idotartama  6,656s,  a  lepesek  szama  pedig  1130.  A  iteracio  eredmenye  lathato  a  II.6. 

abran.  Erdemes  osszevetni  ezt  az  eredmenyt  a  II.5.  abran  szemleltetett  megoldassal  es  az  ott 

kozolt  adatokkal.  Relaxacio  nelkiil  az  iteraciohoz  2231  lepesre  volt  sziikseg,  a  szamftas 

idotartama  21,68s  volt.  A  lepesek  szama  a  felere  az  idotartam  pedig  csaknem  a  negyedere 

csokkent.  Abban  az  esetben,  amikor  relaxacio  nelkiil  tobb  szaz  vagy  tobb  ezer  masodperc 
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sziikseges  a  megoldas  eloallftasahoz  -  ha  pi.  inverz  matrixot  szamoltatunk  ez  az  faktor 

—1  —3 

jelentos  lehet!  Erre  egy  peldat  emlftiink.  Ha  az  iteraciot  £  =  10  ,  hibakorlattal,  a  =  10 
regularizacios  parameterrel  es  P  =  0,25  relaxacios  parameterrel  futtatjuk  le  a  lepesek  szama  675, 
az  idotartam  pedig  150,625s.  Relaxacio  nelkiil  pedig  1436  lepesben  kapunk  eredmenyt  326,  406s 
elteltevel.  A  relaxacio  tehat  valoban  hatekony  modszer  konvergencia  sebessegenek  noveleseben. 
Nyilvanvaloan  felmeriil  a  kerdes,  hogyan  valasztottuk  meg  a  |i  erteket.  Egyszeriien  lefuttattuk  az 
algoritmust  tobb  kiilonbozo  (1  eseten  es  kivalasztottuk  a  legmegfelelobb  erteket.  A 
tapasztalatokat  a  II.2.  tablazatban  foglaltuk  ossze. 


p 

0,1 

0,15 

0,2 

0,25 

0,3 

0,4 

0,5 

0,7 

1,0 

At 

11,109 

7,578 

6,781 

6,656 

6,969 

8,016 

9,703 

13,094 

21,680 

II.2.  tablazat.  Az  iteracio  idotartamanak  fiiggese  a  (1  relaxacios  parametertol  e  =  10  3  hibakorlat  mint 
megallasi  kriterium  eseten,  a  =  1()“3  regularizacios  parameter  alkalmazasaval 


A  P  erteke  nyilvan  az  A  matrix  komponenseitol  fiigg,  a  kapott  eredmeny  nem  univerzalis, 
minden  valasz  matrix  eseteben  ki  kell  kfserletezni.  A  vizsgalt  esetben,  ha  P  >  1  erteket 
valasztottam,  a  konvergencia  lassabb  volt,  ezert  ezeket  az  adatokat  nem  is  kbzoltem  a 
tablazatban,  bar  az  elmelet  biztosftja  a  konvergenciat  1  <  P  <  2  ertekekre  is. 

II.1.4.  A  VAN-CITTERT  ITERACIO  ES  MODOSITOTT  VALTOZATA 

A  temaval  foglalkozo  szakirodalom  gyakran  idezi  a  Van-Cittert-tol  szarmazo  iteraciot 
[30,31,34,38].  Ez  kbzvetleniil  nem  alkalmas  a  feladat  megoldasara,  de  modosftott  valtozata  mar 
igen,  ezert  foglalkozunk  vele.  A  Van-Cittert-tol  szarmazo  algoritmus  a  bevezetoben  emitted: 
x(k  +  1 )  =  +  f  alaku  iteracionak  az  alabbi  formaja: 

x(k  + 1}  =  (E  -  p-A)-x(k>  +  p-y  (2.11) 

Ebben  az  esetben  tehat  B  =  E  -  p-A  ahol  E  az  identitasmatrix  es  f  =  p-y.  A  p  egy  valos 
parameter,  ennek  erteketol  fiigg  a  konvergencia.  Most  az  a  feladat,  hogy  a  pe  31  erteket  tigy 
valasszuk  meg,  hogy  az  iteracio  konvergaljon.  Legyen  az  iteracio  kezdoerteke  x(0)  =  p-y.  Ekkor  a 
k-adik  iteracios  lepes  eredmenye  a  kovetkezo: 

x(k)  =  p(y  +  By  +  B2y  +  ...  +  Bky)  =  p(E  +  B  +  B2  +  ...  +  Bk)y  (2.12) 

A  megoldast  tehat  egy  matrix-hatvanysor  allltja  elo.  Ha  az  A  matrix  sajatertekeit  A,  jeloli,  akkor  a 
B  sajatertekei  nyilvan  az  1  -  p-A,  valos  szamok.  A  matrix-hatvanysor  konvergenciajanak 
sziikseges  es  elegseges  feltetele,  hogy  II  -  pA;  I  <  1  teljesiiljon  minden 

i  =  1,  2,  ...  ,  n  eseten.  Ha  feltessziik,  hogy  A  pozitfv  definit,  az  iteracio  pontosan  akkor 
konvergens,  ha  minden  i-re  teljesiil  a 
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(2.13) 


0<^<  —  ; 

Ai 

egyenlotlenseg.  Legyen  ^max  az  A  matrix  legnagyobb  sajaterteke.  Az  elobbi  n  db  egyenlotlenseg 


egyszerre  teljesiil  az  alabbi  alakban:  0  <  (a  < 


Ez  pedig  pozitrv  szemidefinit  esetben  is 


elegseges  feltetel  a  konvergenciahoz.  A  maximalis  sajatertekre  vonatkozolag  pedig  adunk  egy 
becslest.  Az  Aui  =  A,u,  (i  =  1,  2,  ,  n)  sajatertek  egyenletben  az  Ui  e  91n  sajatvektor  legnagyobb 

komponense  legyen  az  Xj  e  91  valos  szam.  A  sajatertek  egyenlet  j-edik  komponensere  es  a 
legnagyobb  sajatertekre  ekkor  a 


n 

2>jpxP 


=  kjX 


j  ’ 


f  n  3 

ZAjPxp 


xj 


(2.14-15) 


p=l  VP=1  J! 

osszefiiggesek  adodnak.  Mivel  xj  a  fentiek  szerint  a  legnagyobb  komponens,  ha  az  osszegben 

minden  xp-t  Xj-re  csereliink,  akkor  az  alabbi  egyenlotlenseget  kapjuk: 


^£|ajp|  (2.16) 

P=1 

(i  =  1,  2,  ...  ,  n).  A  jobboldali  osszeg  az  A  matrix  j-edik  soraban  talalhato  elemek  abszolut 
ertekeinek  osszege.  A  Aniax  sajaterteket,  mint  ezen  sorosszegek  maximumat  hatarozzuk  meg. 
Ennek  alapjan  valasztjuk  meg  a  p  parametert.  Ehhez  kiszamftjuk  a  Amax  felso  becsleset,  jelolje  ezt 
S,  es  a  p  parametert  p  =  y-S  modon  allitjuk  elo,  ahol  y  e]0,  1[.  Alkalmazzuk  a  Van-Cittert 
algoritmust  1000  lepesben  a  zajos  Gauss-spektrumra  y  =  0,5  ertek  mellett.  Az  iteracio  idotartama 
6,484s  az  elteres  normaja  pedig  4,812.  A  megoldas  a  II. 7.  abran  lathato. 


Idealis  Gauss  spektrum 


csatornaszam 


Dekonvolu cid  Van-Oittert  a Igoritmussal 


csatornaszam 


II.7.  abra.  Zajos  spektrum  dekonvolucioja  Van-Cittert  algoritmusaval 

Ha  osszehasonlrtjuk  ezt  az  eredmenyt  azzal,  amit  a  Gauss-Seidel  iteracioval  kaptunk  es 
amit  a  II.l.  abran  lathatunk,  kijelenthetjiik,  hogy  krsertetiesen  hasonlit  a  ket  megoldas,  bar  a  ket 
algoritmus  elvileg  kiilonbozik  egymastol.  Ugyanannyi  lepeshez  ez  utobbi  esetben  nagyjabol 
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ketszer  annyi  ido  sziikseges,  de  hatarozott  elonye  a  Van-Cittert  algoritmusnak  hogy  ez  pozitfv 
szemidefinit  matrix  eseten  is  konvergal,  rgy  nines  sziikseg  regularizaciora.  Viszont  a  megoldas 
ugyanugy  nem  hasznalhato.  Oszcillalo,  tartalmaz  negativ  komponenseket,  es  ugyaniigy 
megjelennek  hamis  csucsok,  tehat  a  megoldas  megbizhatatlan.  A  tapasztalat  szerint  ezen  az  sem 
valtoztat,  ha  a  y  parameter  erteket  modositjuk  ]0,  l[-ben.  De  alkalmazzuk  azt  a  fogast,  ami  a 
Gauss-Seidel  iteraciot  is  hasznalhatova  tette.  Vagjuk  le  a  negativ  megoldasokat  minden  iteracios 
lepesben,  tehat  vetitsiink  minden  lepesben  az  O  halmazra.  Hogy  ossze  tudjuk  hasonlitani  az 
eredmenyeket  alkalmazzunk  egy  2231  lepeses  iteraciot,  pontosan  ugy  mint  a  II.5.  abran  vazolt 
megoldas  eseteben.  A  II. 8.  abran  lathato  a  megoldas. 


esatornaszam 


Dekonvolu cio  Van-Oittert  algoritmussal 


1 0O  200  300  400  500 

esatornaszam 


II.8.  abra.  „Pozitiv  szemidefinit”  Van-Cittert  iteracio  zajos  spektrumra  alkalmazva 

Hasonlrtsuk  ossze  kvantitativ  modon  a  ket  iteraciot!  Az  idotartam  14,141s,  tehat  az  algoritmus 
gyorsabb.  Nagyobb  sullyal  szerepel  azonban  a  csucsok  pozreioja  es  az  illesztett  Gauss-ok 
szorasa,  vagy  ami  ezzel  aranyos,  a  fel-ertek  szelessege.  Ezek  kozott  ranezesre  is  felfedezheto 
nemi  kiilonbseg.  A  II. 3.  tablazat  tartalmazza  az  adatokat.  Osszevetve  ezen  tablazat  adatait  a  II.l. 
tablazat  adataival,  vilagosan  lathato,  a  pozitrv  szemidefinit  Van-Cittert  algoritmus  ket 
szempontbol  is  hatekonyabb.  Egyreszt  a  csucsok  pozreiojat  pontosabban  hatarozza  meg. 
Megmarad  az  a  tulajdonsag,  hogy  az  eltakart  foto-csucsok  pozreioja  bizonytalanabb,  de  a 
bizonytalansag  legfeljebb  1  cella,  azaz  2-4  keV,  szemben  a  korabbi  4-12  keV  hibaval,  ami  egy 
3-szoros  faktort  jelent.  Legalabb  ennyire  fontos  a  szorasok  osszehasonlrtasa.  Lathato,  hogy  a 
Gauss-Seidel  iteracio  eseteben  a  szorasok  nagyjabol  50  %-kal  nagyobbak  mint  a  Van-Cittert 
iteracio  eseteben.  Ez  maskeppen  fogalmazva  azt  jelenti,  hogy  az  utobbi  felbontokepessege  jobb, 
a  ket  modszer  felbontokepessegenek  aranya  nagyjabol  2/3  a  javrtott  Van-Cittert  modszer  javara. 
Ki  kell  emelniink  meg  a  felbontokepessegek  viszonyat  is.  Az  utobbi  modszer  energiafelbonto 
kepessege  a  Gauss-Seidel  iteracio  felbontasahoz  viszonyitva  nagyjabol  30-50  %-kal  jobb. 
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Sorszam 

Egzakt  pozfcio 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,2286 

-0,7714 

5,4630 

12,8642 

2. 

140 

139,7475 

-0,2525 

6,0558 

14,2602 

3. 

200 

199,9148 

-0,0852 

6,6419 

15,6403 

4. 

250 

249,5132 

-0,4868 

4,3116 

10,1529 

5. 

300 

300,1954 

0,1954 

6,3494 

14,9515 

6. 

400 

399,9705 

-0,0295 

5,5875 

13,1280 

II.3.  tablazat.  Az  egzakt  es  a  szann'tott  pozfciok,  ezek  abszolut  elterese  es  az  illesztett  Gauss-gorbek  szorasa 

valamint  felertek  szelesege  Van-Cittert  iteracio  eseten 


II.1.5.  A  GOLD-FELE  ITERACIO  ES  JAVITOTT  VALTOZATA 


Letezik  a  Van-Cittert  iteracionak  egy  masik  olyan  modosrtott  valtozata,  amely  eleve  pozitrv 
szemidefinit,  azaz  minden  egyes  iteracios  lepesben  kizarolag  nem  negatrv  megoldasokat  kapunk 
[31,39].  Ehhez  annyit  kell  tenni,  hogy  a  11.11.  iteracios  formulat  kisse  modosrtjuk.  Ha  az  emlftett 
egyenletet  az 


x(k+i}=  x(k)  +  p(y  -  Ax(k))  (2.17) 

alakban  frjuk  fel,  nyilvan  semmi  sem  modosul,  a  konvergencia  feltetele  ugyanaz,  tehat  a  (2.13) 
feltetel  teljesiilese.  Valasszuk  meg  a  p  parametert  extremalisan,  a  (2.13)  es  (2.15)  osszefiiggesek 
figyelembevetelevel  a  k-adik  iteracios  lepesben  a  parameter  erteke  legyen  a 


1 


x.' 


(k) 


£  Aj„x!k) 

P=1 


(2.18) 


LJP"P 


definrcioval  adva.  Ha  ezt  a  formulat  a  (2.17)-ben  p  helyere  helyettesrtjiik,  akkor  megkapjuk  az 
iteracios  formulat,  amelyben  a  zarojelet  felbontasa  es  osszevonas  utan  egy  igen  egyszeru 
iteracios  formulat  adodik: 


x<k+l*  =  x!k)  + 
1  1 


y  A  ■  XW 

Z.  Ajpxp 

p=l 


Yi 


.  y  A  •  x(k) 

2.  /xJpxp 

p=l 


x<k+l> 


Zi - x<k> 

1 


ZAj 

P=l 


JPXP 


(k) 


(2.19-2.20) 


Ha  az  iteracio  kezdoertekeul  az  x(0)  =  1  e  91n  vektort  valasztjuk,  es  az  (2.20)  iteracios  formulat 
alkalmazzuk,  akkor  kapjuk  a  Gold-fele  dekonvolucios  eljarast.  Nagy  elonye  a  Gold-fele 
dekonvolucionak  a  Van-Cittert  algoritmushoz  kepest,  hogy  minden  megoldas  kizarolag  nem 
negatrv  komponensekbol  all,  hiszen  az  A  matrixnak  nincsenek  negatrv  komponensei  es  az 
iteracio  kezdoerteke  is  pozitrv  rgy  (2.20)-ban  minden  elem,  minden  lepesben  nem  negatrv. 

Alkalmazom  a  Gold-algoritmust  az  osszehasonlrtas  kedveert  ugyanarra  a  zajos  spektrumra, 
amit  a  korabbiakban  is  tobbszor  vizsgaltunk,  ugyancsak  2231  lepes  alkalmazasaval.  A 
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szamftasok  idotartama  19,59s,  az  iteracio  utolso  lepeseben  az  elteres  normaja  3,25.  A  megoldast 
mutatja  a  II.9.  abra. 

x-jq4  Idealis  spektrum  Dekonvolucio  Gold  algoritmussal 


II.9.  abra.  Zajos  spektrum  dekonvolucioja  Gold-iteracioval 


A  II.4.  tablazatban  foglaltam  ossze  a  megoldas  tulajdonsagait. 


Sorszam 

Egzakt  pozfcio 

Szanutott  pozfcio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

88,1980 

-1,8020 

4,3643 

10,2772 

2. 

140 

139,4640 

-0,5360 

5,0392 

11,8663 

3. 

200 

199,7428 

-0,2572 

5,4704 

12,8818 

4. 

250 

249,2228 

-0,7772 

5,1827 

12,2044 

5. 

300 

300,4963 

0,4963 

4,9599 

11,6798 

6. 

400 

399,9512 

-0,0488 

4,4050 

10,3730 

II.4.  tablazat.  Az  egzakt  es  a  szanutott  pozfciok,  ezek  abszolut  elterese  es  az  illesztett  Gauss-gorbek  szorasa 

valamint  felertek  szelesege  Gold-iteracio  eseten 

Osszehasonlitva  ezt  a  Gauss-Seidel  es  a  Van-Cittert  iteracio  szolgaltatta  megoldasokkal 
kijelenthetjiik,  hogy  az  emlftett  iteracios  eljarasok  kozott  ennek  a  modszemek  a  legjobb  a 
felbontokepessege,  a  fel-ertek  szelesseg  a  felere  csokkent,  azaz  a  G-S.  algoritmus  „maximalis” 
felbontasahoz  kepest  fele  olyan  tavolsagra  levo  csucsok  is  felbonthatok,  elkiilomthetok. 

Azonban  az  eljaras  tovabb  javfthato.  Hasznaljuk  ki,  hogy  a  megoldasok  nem  negatfvak. 
Hangsulyozzuk  a  csucsok  pozfciojat  ugy,  hogy  az  iteracio  soran  akar  mindegyik  lepesben,  vagy 
akar  csak  minden  L-edik  (10.  vagy  50.  vagy  100.  ,...)  lepesben  vessziik  az  adott  iteracios 
kozelftes  x(k)  minden  elemenek  valamilyen  5  kitevoju  hatvanyat  -  ahol  5  >  1,  es  5  csak  kevesse 
kiilonbozik  l-tol,  lehet  peldaul  5  =  1,01;  1,05;  1,1;  ...  stb.  -,  es  az  iteraciot  ezzel  a  hatvanyozott 
ertekkel  szamoljuk  tovabb.  Ennek  optimalis  erteket  szinten  az  algoritmusok  futtatasa  utjan,  a 
tapasztalatbol  celszerii  meghatarozni.  Alkalmazzuk  most  ezt  a  „hatvanyozott”  iteraciot  a  mar 
megszokott  spektrumra.  A  lepesszam  az  osszevetes  kedveert  2231,  a  szamftasok  idotartama 
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19,98s  es  az  iteracio  utolso  lepeseben  az  elteres  normaja  3,84.  A  5  hatvanykitevo  erteke  1,05  es 
L  =  10,  azaz  minden  10.  lepesben  kepeztiik  a  k-adik  kozelftes  5-kitevoju  hatvanyat.  A  megoldas 
a  II.  10.  abran  lathato. 

x  -j  q4  Idealis  spektrum  x  Q^'Hatvanyozott"  Gold  algoritmus 


11.10.  abra.  Zajos  spektrum  dekonvolucioja  „hatvanyozott”  Gold-algoritmussal 

Igen  lenyeges  kiilonbseg  az  eddigi  megoldasokhoz  kepest,  hogy  ezzel  az  algoritmussal 
gyakorlatilag  visszakaptuk  az  idealis  energiaspektrum  Dirac-fele  delta  fiiggvenyeit.  Ha  a 
pozfciokra  vagyunk  kfvancsiak  es  a  fel-ertek  szelessegre,  akkor  csodot  mond  a  gorbeillesztes 
modszere,  hiszen  gyakorlatilag  nines  szelessege  az  egyes  csucsoknak.  Ha  kifratjuk 
koordinatankent  a  megoldast,  akkor  azt  latjuk,  hogy  minden  csucs  egyetlen  cellara  korlatozodik, 
marpedig  egyetlen  pontra  nem  illesztiink  sem  Gauss-gorbet  sem  masodfoku  polinomot.  Nines 
mas  dolgunk  tehat,  mint  leolvasni  a  nullatol  kiilonbozo  ertekek  pozfciojat,  es  keziinkben  a 
megoldas.  Ezt  tartalmazza  a  II.5.  tablazat  Ennel  jobb  felbontasu  megoldasra  pedig  nines  sziikseg. 
Mint  lathato,  annak  ellenere,  hogy  eles  spektrumvonalak  adodtak  megoldaskent,  nem  kaptuk 
vissza  minden  vonal  pozfciojat  pontosan.  A  nagy  amplitudoju,  karakteres  vonalak  pozfcioja 
pontosan  adodik,  de  a  kisebb  intenzitasu,  a  nagy  intenzitasuak  altal  reszben  vagy  egeszben 
eltakart  csucsok  pozfciojaban  egy  csatornat  tevediink. 


Egzakt  pozfcio 

90 

140 

200 

250 

300 

400 

Szamftott  Pozfcio 

89 

139 

200 

249 

300 

400 

Beiitesszam 

4,1406T04 

6,9852T04 

1,049810s 

3,3440T04 

1,423010s 

1,236610s 

II.5.  tablazat.  A  spektrumvonalak  eredeti  es  a  szamftott  pozfcioi  „hatvanyozott”  Gold-algoritmussal 

Sokszor  lefuttattam  az  algoritmust  kiilonbozo  L  es  5  ertekekkel,  es  a  tapasztalat  azt  mutatja, 
hogy  ez  az  egy  egysegnyi  eltolodas  nem  korrigalhato,  sot  minel  nagyobbnak  valasztjuk  a  5 
kitevo  erteket,  az  eltolodas  annal  nagyobb,  akar  2-3  pozfcio  is  adodhat,  de  csak  a  relative  kis 
intenzitasu  csucsoknal.  Tehat  nem  erdemes  a  5  erteket  nagyon  megnovelni,  minel  kevesbe  ter  el 
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l-tol,  a  megoldas  annal  pontosabb.  Ez  mellesleg  azt  is  jelenti,  hogy  a  hatvanyozas  nem  jelenti  a 
problema  idealis  megoldasat.  A  kesobbiekben  targyalt  algoritmusok  eseteben  is  igaz,  hogy 
fokozottan  erzekenyek  a  8  kitevore. 

II.2.  DEKONVOLUCIO  MINT  OPTIMALIZALASI  PROBLEMA,  MEGOLDAS 
KVADRATIKUS  PROGRAMOZASI  FELADATKENT 

Ebben  a  pontban  a  matematikai  programozas  apparatusanak  alkalmazom.  A  temakor 
reszletesen  kidolgozva  megtalalhato  a  [40-46]  kotetekben  ill.  cikkekhen.  Induljunk  ki  az 
eredetileg  kituzott  Rx  =  y  egyenletrendszerbol,  de  most  ennek  direkt  megoldasa  helyett 
kozelftsiik  meg  mas  modon  a  problemat.  Mivel  az  altalanos  esetben  r(R)  <  n,  ahol  R  e  9tnxn,  az 
egyenletrendszerben  kevesebb  fiiggetlen  egyenlet  van  mint  ismeretlen  -  „alulhatarozotf  ’  tehat 
az  rendszemek  elvileg  vegtelen  sok  megoldasa  van  tetszoleges  v  e  91 11  eseten.  Allapodjunk  meg 
abban,  hogy  ebben  a  pontban  mas  ertelemben  keressiik  az  egyenletrendszer  megoldasat  mint  az 
elozoekben.  Esszeriinek  tiinik  azt  az  x  e  91"  megoldast  megkeresni,  amelyre  az  Rx  e  91"  vektor 
az  y-hoz  a  legkozelebb  van.  Mivel  a  rangra  tett  feltevesek  miatt  az  R  matrix  N( R)  magtere  nem 
trivialis,  tehat  van  null-vektortol  kiilonbozo  eleme,  lgy  a  megoldas  nem  egyertelmu.  Ennek 
fenyeben  az  is  logikus  kovetelmeny  lehet,  hogy  valasszuk  ki  ezek  koziil  a  minimalis  normaju 
megoldast. 

Az  Rx  =  y  egyenletrendszer  legjobban  kozelfto  megoldasanak  nevezziik  az  x  e  91n 
vektort,  ha  teljesiil  ra,  hogy 

||Rx  -  y||  =  inf  { ||Rz  -  y||  I  z  e  91n]  (2.21) 

Mivel  a  magter  nem  trivialis,  altalaban  vegtelen  sok  olyan  x  van,  amelyre  Rx  a  legjobb  kozelites. 
Az  x  e  91n  vektor  minimalis  normaju  megoldas,  ha 

||x||  =  inf  { ||z||  I  z  e  Rn  legjobban  kozelfto  megoldas]  (2.22) 

Ha  a  (2.21)  ertelemben  letezik  megoldas,  akkor  a  (2.22)  megoldas  egyertelmu,  hiszen  egy 
szigoruan  konvex,  masodfoku  fiiggveny  minimumhelye  egy  linearis  alteren,  ezt  az  alabbiakban 
igazoljuk.  Fogalmazzuk  meg  a  problemat  tehat  optimalizalasi  feladatkent!  Minimalizaljuk  a 

ii  ||2 

<E(x)  =  Rx  —  y ||  ;x  >  0  fiiggvenyt,  azaz  keressiik  meg  es  fogadjuk  el  azt  a  vektort  megoldasnak, 

amelyik  a  d>(x)  valos  fiiggvenyt  minimalizalja.  Ha  a  hibat  -  eleg  nyilvanvalo  modon  -  az 
r  =  Rx  -  y  formulaval  ertelmezziik,  akkor  a  kituzott  feladat  egyenerteku  a  hiba  nagysaganak 
minimalizalasaval,  ami  a  megoldassal  szembeni  termeszetes  kovetelmenynek  tekintheto.  A 
norma  definfcioja  a  skalaris  szorzat  vlamint  a  matrix  transzponalas  muveleti  tulajdonsagai  szerint 
a  valos  erteku  <h(x)  =  d>(xi,  X2,  ,  xn)  fiiggveny  az  alabbi  alakban  frhato: 
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(2.23) 


||Rx  -  yf  =  (Rx  -  y,  Rx  -  y)  =  (Rx  -  y  )*  (Rx  -  y  )= 

=  (Rx)  Rx  -  (Rx)  y  -  y  (Rx)  +  y  y  =  x  R  Rx  -  xRy  -  y  Rx  +  y  y  = 

=  x  R*Rx  -  y*Rx  -  y*Rx  +  y*y  =  x  R  Rx  -  2x*R*y  +  y*y 
ahol  <  •  ;  •  >  jeloli  a  skalaris  szorzatot.  A  <f>(x)  valos  erteku  n-valtozos  fiiggveny  minimumat  a 
derivaltjanak  (gradiensenek)  nulla  helyei  kozott  kereshetjiik: 

^^  =  2R*Rx-2R*y  =  0  (2.24) 

dx 

Ha  osztunk  2-vel  a  kovetkezo  egyenletet  kapjuk: 

R  Rx  =  R*y  (2.25) 

Jelen  eredmenyiink  azt  jelenti,  hogy  a  minimalis  hibat  jelento  megoldas  eppen  a  Gauss-fele 
normalegyenlet  megoldasa.  Ezzel  tehat  meg  nem  jutottunk  elobbre,  de  gondoljuk  tovabbra  is  ugy 
az  egyenletrendszerre,  mint  egy  szelsoertek  problemara.  A  (2.23)  osszefiigges  szerint  a  4>(x) 
valos  fiiggveny  egy  kvadratikus  alak,  vagyis  lenyegeben  egy  masodfoku  fiiggveny. 
Kamatoztassuk  azt  amit  a  II.l.  es  II.2.  pontokban  a  problemaval  kapcsolatban  kideritettiink.  Az 
R  R  matrix  pozitfv  szemidefinit,  regularizacioval  pozitfv  definit  matrixsza  teheto.  Ebben  az 
esetben  pedig  a  (2.23)-nak  megfelelo  kvadratikus  alak,  tehat  a  <f>(x)  fiiggveny  szigoruan  konvex, 
innen  kovetkezik,  hogy  a  (2.22)  minimalis  normaju  megoldas  valoban  cgycrtclmuen  letezik. 
Vessiik  be  most  a  matematikai  programozas  apparatusat  a  feladat  megoldasara  [40,46].  A 
regularizaciot  most  a  kovetkezo  modon  vegezziik  el.  A  <3>(x)  fiiggvenyt  egeszftsiik  ki  az  alabbi 
modon: 

I  u9  DC  u9 

<J)(x)=— ||Rx  —  y||  +— ||x||  ;x>0  (2.26) 

Azaz  a  hiba  normajanak  minimalizalasaval  egyidejuleg  minimalizaljuk  a  maganak  az 
megoldasnak  a  normajat  is,  hiszen  ez  a  (2.22)  kfvanalom  egyenes  kovetkezmenye.  Megmutatjuk, 
hogy  ez  a  lepes  valoban  az  elozo  ket  fejezetben  mar  megismert  regularizacio  egy  esete.  Fejtsiik 
ki  a  d>(x)  fiiggvenyt  ismet  a  norma  defimcioja  szerint: 

d>(x)  =  i||Rx  -  yf  +  y  ||Qxf  =  |(Rx  -  y )*  (Rx  -  y )  + 1 (Qx)*  (Qx)  (2.27) 

Ha  (2.27)-ben  elvegezziik  a  skalaris  szorzat  kifejteset,  alkalmazzuk  a  disztributfv  torvenyt,  a 
kommutativitast  es  a  szorzat  transzponalasara  vonatkozo  osszefiiggest  -  ahogyan  (2.23)-ban  -, 
akkor  a  kovetkezo  adodik: 

4>(x)  =  |x*R*Rx-x*R*y  +  |y*y  +  ^x*Q*Qx  (2.28) 
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(2.29) 


Most  kepezziik  <f>(x)  derivaltjat  (gradienset)  es  tegyiik  egyenlove  zerus  vektoral: 

=  R*Rx  -  R*y  +  aQ*Qx  =  (r*R  +  cxQ*q)  x  -  R*y  =  0 
dx 

Ez  pedig  eppen  az  A  =  R  R  matrix  regularizacioja  a  szokott  ertelemben  a  regularizacios 
parameterrel.  A  Q  matrix  a  regularizacio  konkret  modjatol  fuggoen  sokfele  lehet,  mi  az 
alabbiakban  a  legegyszeriibbet  valasztjuk.  Legyen  Q  =  E  az  identitasmatrix.  Ez  a  Tyihonov  fele 
regularizacio.  (Megjegyezziik,  hogy  nines  kiilonosebb  haszna  annak,  ha  bonyolultabb  szerkezetii 
matrixot  alkalmazunk  az  identitasmatrix  helyett.  A  szakirodalom  [30-35]  szerint  a  megoldasok 
tulajdonsagai  nem  javulnak  szamottevoen.) 

Ha  most  (2.27)-ben  hasznaljuk  a  mar  korabban  is  bevezetett  A  =  R  R  +  aQ  Q  jelet  valamit 
a  felreertest  nem  okozo  R  y  =  y’  =  y  jelolest,  es  a  konstansokat  elhagyjuk  -  ezt  megtehetjiik, 
mivel  ez  a  lepes  nem  valtoztatja  meg  a  szelsoertek  helyeket  akkor  az  alabbi  kvadratikus 
programozasi  feladatot  kapjuk: 


Minimalizalando 


d>(x)  = 


1 

2 


x*  Ax  -  x'y;  felteve,  hogy  x  >  0; 


(2.30) 


Ha  az  a  parameter  pozitrv  szam  akkor  ez  egy  pozitrv  definit  kvadratikus  alak,  azaz  mas 
tulajdonsagot  hangsulyozva,  egy  szigoruan  konvex  masodfoku  fiiggveny.  Ennek  keressiik  a 
szelsoerteket. 


II.2.1.  A  KONJUGALT  GRADIENS  MODSZER 

A  megoldast  a  matematikai  programozas  egyik  hatekony  algoritmusaval  a  konjugalt 
gradiens  modszerrel  (a  tovabbiakban  roviden:  CG-modszer)  allitjuk  elo  [47-51].  A  bevezetett 
jelolesekkel  megoldando  tehat  a  4>(x)  =  ||Ax  -  y||  — >  minimum;  x  >  0  felteteles  szelsoertek 
feladat. 

A  nulladik  lepesben  legyen  a  kozelrto  megoldas  x(0)  =  0e  31",  es  a  hiba  kezdeti  erteke  r(0>. 
Ha  ez  utobbi  a  nullvektor,  akkor  megtalaltuk  a  megoldast.  Ha  r(l)l  i=  0,  akkor  kozelrtsiink  a 
megoldashoz  a  v(0)  =  -  r<0)  vektor  iranyaban,  tehat  legyen  az  elso  iteracios  lepesben  a  kozelrto 
megoldas  x(1)  =  x(())  +  Xov(0).  Altalaban,  ha  a  k-adik  lepesben  ismerjiik  a  megoldast  akkor  a 
(k  +  l)-edik  lepesben  a  kozelrtes  legyen  x<k+1)  =  x(k)  +  kkV(k).  A  Ak  szorzot  abbol  a  feltetelbol 
hatarozzuk  meg,  hogy  <E(x(k+1))  legyen  minimalis.  Mivel 

$(x(k+1))=d>(x(k)  +  \v(k))=d)(x(k))+Xk-(r(k),v(k))  +  |A,2k(Av(k),v(k))  (2.31) 

kk-ban  masodfoku  polinom,  szelsoertek  helye  azonnal  felrrhato: 
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— 


rM  VM 


(2.32) 


(avW.tW 

Ezzel  tehat  megkaptuk  az  x(k+1)  kozelftest.  Ha  Ax(k+1)  =  y,  akkor  megkaptuk  az  egzakt  megoldast. 
Ha  viszont  Ax(k+1)  -  y  7^  0,  akkor  az  elteresvektor  r(k+1)  =  Ax(k+1)  -  y  felhasznalasaval  kijeloliink 
egy  ujabb  iranyt: 

y(k+i)  =  -  r(k+1)  +  pkv(k)  (2.33) 

amelynek  teljesftenie  kell  az  ^Av 'k+^,  v =  0  feltetelt.  Ez  a  feltetel  azt  jelenti,  hogy  az 

Av(k+1)  es  a  v<k)  vektorok  merolegesek  egymasra,  mas  szohasznalattal  v(k+1)  es  v(k)  az  A-ra 
vonatkozolag  konjugaltak.  A  konjugaltsag  feltetele  szerint: 

fAy(k+1^V(k^  =  -(Ar(k+1^y(k^  +  |ik(Ay(k^v^\  =  0  (2.34) 


amibol  kovetkezik,  hogy  pk  erteke 


(^k  = 


Ar<k+I>,v« 


(2.35) 


'avM.vW' 

\  / 

A  konjugalt  gradiens  modszer  a  fenti  iteracio.  Az  elnevezest  indokolando,  kepezziik  a  (2.30) 
alapjan  a  $(x)  gradienset,  azaz  derivaljunk  parcialisan  x  minden  koordinataja  szerint  a  k-adik 
lepesben.  Vilagos,  hogy  a  gradd>(x(k))  =  Ax(k)  -  y  vektort  kapjuk,  ez  pedig  eppen  a  r(k)  vektor,  a 


A) 


pedig  a  k-nal  nem  nagyobb  indexu  r(k)-k,  tehat  a  gradiensek  linearis  kombinacioja. 

Megallasi  kriteriumkent  adott  £  >  0  eseten  itt  is  elofrhatjuk  a  korabban  mar  tobbszor 


alkalmazott 


x(k+1,_x(k) 


<  £  vagy  akar  a 


Ax 


(k)_. 


<  £  feltetelt.  A  konjugalt  gradiens 


modszer  legnagyobb  elonye,  hogy  legfeljebb  n  lepesben  -  ahol  n  az  A  matrix  rendje  -  biztosan 
eleri  a  hatarerteket,  tehat  a  lepesszam  biztosan  korlatozott. 

Alkalmazzuk  ezt  az  algoritmust  a  szokasos  zajos  spektrumra.  Az  eredmeny  a  II.  11.  abran 
lathato.  A  kapott  megoldast  a  =  1,7- 10  3  regularizacios  parameter  alkalmazasaval  kaptuk. 
Ranezesre  ugy  tunik,  hogy  nem  sokat  nyertiink  azzal,  hogy  szelsoertek  problemakent  kezeltiik  a 
problemat.  Egyreszt  a  megoldas  nem  pozitfv  szemidefinit,  a  csucsok  meglehetosen  nagy  szorasu 
eloszlasgorbekkel  frhatok  le,  tehat  a  felbontas  nem  jobb,  mint  a  korabbi  estekben  sot  rosszabb,  a 
csucsok  pozfcioiban  is  nagyjabol  azonos  mertekii  hiba  jelentkezik  (II.6.  tablazat),  adodtak  -  bar 
kis  intenzitassal  -  hamis  csucsok,  es  ki  kell  emelniink,  hogy  az  algoritmus  meglehetosen 
erzekeny  a  a  parameter  ertekere.  Ha  a  egy-ket  nagysagrenddel  kisebb,  mint  az  altalunk 
valasztott,  akkor  egyre  tobb  hamis  csucs  adodik,  ha  viszont  ugyancsak  egy-ket  nagysagrenddel 
nagyobb,  akkor  pedig  nem  bontja  szet  a  csucsokat. 
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Ide^lis  spektrum 
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11.11.  abra.  Zajos  spektrum  dekonvolucioja  konjugalt  gradiens  modszerrel, 
150  iteracios  lepes  alkalmazasaval 


Mindazonaltal  kiemeljiik,  hogy  mindossze  150  lepeses  iteraciot  kellett  alkalmaznunk,  a 
sziikseges  idotartam  elhanyagolhato,  mindossze  0,76s  es  mar  ekkor  a  szomszedos  megoldasok 


kiilonbsegenek  a  normaja 


x(k+l)_x(k) 


7,29-10  n,  a  konvergencia  tehat  nagyon  lassu. 


Masreszt  a  keresett  megoldastol  valo  elteres  normaja  meg  kisebb 


l,30-10'n,  tehat 


levonhatjuk  a  kovetkeztetest,  hogy  a  szelsoertek  feladatot  eredmenyesen  megoldja  a  konjugalt 
gradiens  modszer,  de  mivel  regularizalni  voltunk  kenytelenek,  nem  varhatjuk  el,  hogy  a 
megoldas  a  kfvant  Dirac-deltakbol  alljon. 


a  konjugalt  gradiens  modszer  konvergenciaja 


iteracios  lepesek  szama 


11.12.  abra.  A  CG-algoritmus  konvergenciaja 


A  modszer  konvergenciajanak  sebesseget  erzekeltetjiik  a  11.12.  abran,  ahol  az  egyes  iteracios 
lepesekben  kapott  megoldasgorbeket  egyetlen  feliiletkent  abrazoltuk.  Jol  lathato  az  abrarol,  hogy 
a  megoldas  lenyeges  tulajdonsagokat  tekintve  gyakorlatilag  mar  a  30.  lepes  utan  alig  valtozik,  a 
szomszedos  kozelito  megoldasok  elteresenek  normaja  10  1 1  nagysagrcndii.  A  mondottak  ellenere 
azonban  remenyt  kelto  az,  hogy  az  algoritmus  a  szelsoertek  feladatot  igen  jo  kdzelftessel 
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megoldja  tehat  erdemes  a  javltasan  gondolkodni.  Ezt  tessziik  egyreszt  a  II. 2. 2.  pontban,  ahol 
megvizsgaljuk  a  prekondicionalas  hatekonysagat  es  a  II.3.  pontban,  ahol  az  algoritmust  az  aktfv 
halmazok  modszerevel  otvozom  majd. 

Tovabbi  ketsegtelen  hatranya  a  modszernek,  hogy  a  megoldas  nem  pozitfv  szemidefinit. 
Ezen  konnyen  segithetiink,  ha  az  algoritmust  ugy  modosftjuk,  hogy  minden  iteracios  lepesben 
kepezziik  a  kapott  megoldas  projekciojat  a  megengedett  megoldasok  Q  halmazara.  Ezzel  a 
konvergenciat  nem  befolyasoljuk,  csak  minden  iteracios  lepesben  egy  a  keresett  megoldashoz 
kozelebbi  megoldast  valasztunk.  Ekkor  a  11.13.  abran  lathato  eredmenyt  kapjuk,  amelyen  ket 
kozellto  megoldas  lathato,  az  egyik  150  lepes  utan  -  hogy  a  II.  11.  abran  latott  megoldassal 
osszevethessiik  -,  valamint  1000  lepes  utan.  Termeszetesen  ezen  is  jol  lathato,  hogy  a  megoldas 
keveset  valtozik. 


megoldas  a  150.  iteracios  lepesben  Konjugalt  gradiens  modszer  lOOO  lepes  utan 


11.13.  abra.  Pozitiv  szemidefinit  konjugalt  gradiens  modszerrel  kapott  megoldas 

150  es  1000  lepes  utan 


A  ket  abrazolt  megoldasra  vonatkozolag  az 


elteres  rendre  355,1  illetve  242,6.  A 


sziikseges  idotartam  0,82s  illetve  13,4s.  Ezek  az  adatok  is  alatamasztjak  a  lassu  konvergenciara 
vonatkozo  megallapftast.  A  megoldasok  tovabbi  adatait  tartalmazza  a  II.6.  tablazat. 


Egzakt  pozicio 

90 

140 

200 

250 

300 

400 

Pozicio  150  lepes  uan 

86,62 

138,90 

199,81 

248,8 

300,65 

399,82 

Felertek  szelesseg 

23,91 

27,09 

29,81 

19,26 

28,37 

25,87 

Pozicio  1000  lepes  utan 

88,12 

139,23 

199,89 

248,70 

300,36 

399,88 

Felertek  szelesseg 

17,20 

22,69 

25,29 

20,64 

23,78 

21,72 

II.6.  tablazat.  A  11.15.  abran  lathato  megoldasok  altal  adott  poziciok  es  fel-ertek  szelessegek 
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Mint  lathato  az  algoritmus  egyes  csucsokat  pontosan  szolgaltat,  mas  -  kiilonosen  az  elfedett  es 
kis  intenzitasu  csucsokat  -  pontatlanul,  es  ez  a  pontatlansag  csak  nagyon  lassan  javul,  ugyanez 
mondhato  el  a  nagyon  rossz  felbonto  kepessegre  vonatkozolag  is. 

II.2.2.  A  KONJUGALT  GRADIENS  MODSZER  JAVITASA 
PREKONDICIONALASSAL 

A  CG-modszer  lassu  konvergenciaja  annak  koszonheto,  hogy  nagy  az  R  R 
egyiatthatomatrix  kondfcioszama.  Ezt  jelentosen  csokkentettiik  regularizacioval,  de 
hangsulyozzuk,  hogy  a  regularizacio  azert  is  elkeriilhetetlen,  mert  a  CG-algoritmus 
konvergenciajanak  az  a  feltetele,  hogy  a  matrix  pozitfv  definit  legyen.  De  abban  az  esetben  ha  a 
matrixnak  sok  nulla  eleme  van,  rendelkezesre  all  egy  tovabbi  modszer  a  konvergencia 
gyorsftasara.  Ez  a  prekondfcionalas,  aminek  alkalmazasaval  azt  erjiik  el,  hogy  a  kondfcioszam 
meg  tovabb  csokken  [18,52]. 

A  modszer  lenyege  a  kovetkezo:  Az  Ax  =  y  egyenlet  egyiitthatomatrixat  atalakftjuk  egy  D 
matrixszal  ugy,  hogy  a  D_1A  matrix  „kozel  legyen  az  identitasmatrixhoz”,  azaz  D  kozel  egyenlo 
A-val,  es  ekkor  az  Ax  =  y  egyenlet  helyett  a  D  Ax  =  D  y  egyenletet  oldjuk  meg.  Ennek 
ugyanis  az  az  elonye,  hogy  a  D  A  matrixot  rovid  ido  alatt  es  keves  szamftassal  lehet  invertalni, 
keves  tarhely  kell  hozza  es  az  identitasmatrixhoz  kozel  eso  matrixnak  a  kondfcioszama  is  kicsi. 
Mivel  esetiinkben  az  A  szimmetrikus  es  viszonylag  sok  nulla  eleme  van  ezt  az  un.  inkomplett 
LU-felbontassal  valosftjuk  meg  [18,37].  Ennek  soran  az  A  eloallftasa  A  =  LL  -  Q,  azaz  LL 
majdnem  az  A  matrixot  adja.  Ezt  a  MATLAB  abban  az  esetben  allftja  elo,  ha  A  un.  ritkamatrix, 
tehat  mint  mondtuk,  sok  zerus  eleme  van.  Ha  az  egyutthatomatrixot  ritkamatrixkent  definialjuk, 
tarhelyet  es  idot  takaritunk  meg,  mert  a  program  a  szamftasokat  csak  a  nem  nulla  elemekkel 
vegzi  el,  es  csak  azokat  tarolja  a  memoriaban.  A  11.14.  abran  az  A  matrix  nem  nulla  elemeinek 
terkepet  lathatjuk. 

az  A  matrix  "terkepe" 

0 

50 

100 

150 

200 

250 

300 

350 

400 

450 

500 

0  50  100  150  200  250  300  350  400  450  500 

nz  =  138592 

11.14.  abra.  Az  A  matrix  nem  nulla  elemeinek  elhelyezkedese 


46 


Az  abran  lathato  feher  tartomany  a  zerus  ertekek  helye,  a  sotet  sav  pedig  az,  ahol  a  nem  nulla 
komponensek  vannak.  A  vfzszintes  tengely  alatt  olvashato  tovabba  a  zerustol  kiilonbozo 
komponensek  szama:  nz  =  138592.  Ez  azt  jelenti,  hogy  a  zerustol  kiilonbozo  komponensek 
aranya  52,8%.  Ez  nemileg  kedvezotlen,  mert  a  tapasztalatok  szerint  a  ritkamatrixok 
alkalmazasanak  hatasa  akkor  szembetuno,  ha  ez  az  arany  kevesebb,  mint  40%,  viszont  elonyos 
az,  hogy  a  nem  nulla  komponensek  a  foatlo  koriil  csoportosulnak.  Ugyanis  ha  nem  fgy  lenne, 
permutalo  matrixokkal  ezt  a  helyzetet  lenne  celszeru  elerni,  mert  a  szamftasok  mennyiseget  fgy 
lehet  a  minimalisra  szorftani.  Bar  a  nem  nulla  elemek  aranya  nagyobb  az  idealisnal,  latjuk  majd, 
hogy  a  CG-algoritmus  konvergencia  tulajdonsagain  -  bar  szamottevoen  nem  -  nemileg  lehet 
javftani.  Azert  vizsgaltam  meg  a  dolgozatomban  megis  a  kerdest,  azert  frtam  le  az  algoritmust, 
mert  eloallhat  olyan  problema,  amelyre  az  arany  kevesebb,  mint  40%  es  akkor  a  modszer  sokkal 
hatekonyabb,  mint  a  fentiekben  vizsgalt  esetben.  (Ez  a  helyzet  peldaul  akkor,  ha  nem  teriink  at  a 
Gauss-fele  normalegyenletre,  hanem  kozvetleniil  az  Rx  =  y  egyenletet  oldanank  meg,  mert  az  R 
matrix  eseteben  ez  az  arany  mindossze  28,9  %,  mivel  R-nek  „csak”  75952db  nem  zerus  eleme 
van.  Termeszetesen  mas  problemak  kapcsan  is  eloallhat  ez  a  helyzet.) 

Modosftsuk  most  a  II.2.1.  pontbeli  algoritmust  a  mondottaknak  megfeleloen.  A  keresett  D 
matrix  most  eppen  a  felbontasban  eloallo  L,  amelyet  -  ebben  a  szimmetrikus  esetben  -  az  alabbi 
modon  hasznalunk  fel.  Vegezziik  el  az  Ax  =  y  egyenleten  a  kovetkezo  azonos  atalakftasokat: 

L_1A(L*)_1L*x  =  L~'y  (2.36) 

_ 1  ^  _ 1  5(C  _ 1 

Ekkor  bevezetve  az  Al=  L  A(L  )  ;  xl  =  L  x  es  yl  =  L  y  jeloleseket,  vilagos,  hogy  mindossze 
annyit  kell  tenni,  hogy  az  Alxl  =  yl  egyenletrendszert  oldjuk  meg,  ahol  az  A1  egyutthatomatrix 
kondfcioszama  kisebb,  mint  az  A  matrix  ugyanezen  adata.  Szamszerusftve  a  mondottakat: 
cond(R'R)  =  1,85-1018,  cond(A)  =  2,43-103,  es  vegiil  cond(Al)  =  8,21- 102,  tehat  ezzel  a 

modszerrel  sikeriilt  a  kondfcioszamot  nagyjabol  meg  egy  nagysagrenddel  csokkenteni. 
Hangsulyozzuk,  hogy  az  A1  matrix  kiszamftasa  sziiksegtelen,  az  algoritmusban  ket  segedvektort 
-eeshe  31 11  -  kell  bevezetni,  es  ezekkel  az  algoritmus  a  kovetkezokeppen  modosul: 


1.  kezdoertek:  r(0)  =  A-x(0)  -  y;  e(0)  =  (L’')_1L_1rw;  hw  =  -  e,U);  2.  ew  =  (L’)_lL_lr'Kj; 


1T  -U(0).  u(0)  _  a(0).  o  0(k) 


-ly 


-e(k)jr(k)\ 

3.  h(k)  =  (L*)-1L-1v(k);  4.  x(k+1)  =  x(k)  +  ^kh(k);  5.  ;  6.  r(k+1)  =  Ax(k+1)  -  y; 


Ah(k),h(k) 


7.  v(k+1)  =  -  e(k+1)  +  pkh(k);  8.  (ik 


e(k+l)>r(k+l) 


eW,rW\  ’ 
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A  11.15.  abran  szemleltetjiik  a  II.2.1.  pontban  lent  es  a  prekondlcionalt  CG-algoritmus 
kiilonbseget,  50  lepeses  iteracio  soran  kapott  eredmenyek  osszehasonlftasaval. 


Prekondlcionalas  hatasa  a  megoldasra 


11.15.  abra.  A  prekondicinalt  (folytonos  gorbe)  es  a  nem  prekondfcionalt  (pontvonal) 

CG  algoritmus  kiilonbsege  50  lepes  utan 

Mint  lathato  a  prekondlcinalas  nemileg  javftja  a  konvergenciat,  de  a  tapasztalat  azt  mutatja,  hogy 
ez  a  modosltas  -  ennel  az  egyutthatomatrixnal  -  nagyobb  lepesszam  eseten  is  csak 
elhanyagolhato  mertekben  javft  a  megoldas  tulajdonsagain,  a  II.6.  tablazat  adatai  csak  csekely 
mertekben  valtoznak. 


II.3.  AZ  AKTIV  HALMAZOK  MODSZERE 


Az  aktiv  halmazok  modszeret  a  11.29.  kvadratikus  programozasi  feladatnal  altalanosabb 

;  (2.37) 


<l»(x)  =  Ix*Ax  +  x*y;  <J>(x)  — >  min;  felteve.hogy 


bj^x  >  c j1^,  j  =  1,2,...,  J;  b^x  <  cj^,k  =  1,2,...,K;  b^x  =  c^,m  =  1,2,...,M. 


alaku  felteteles  szelsoertek  feladatok  megoldasara  fejlesztettek  ki  [40,44,53,54].  Aktfvnak 
nevezziik  azt  a  feltetelt,  amely  egyenloseg  formajaban  teljesiil,  es  aktiv  halmaznak  nevezziik  az 
osszes  olyan  indexek  halmazat,  amelyekre  a  feltetelek  egyenloseg  formajaban  teljesiilnek.  Jelolje 
az  aktiv  halmazt  0.  Definlcio  szerint  tehat 

0  =  {j  |b(!)x  =  cWju  {k  |b^x  =  42)}u  {1,2,...,M}  (2.38) 

A  modszer  lenyege  abban  all,  hogy  az  egyes  -  altalaban  iteracios  -  lepesekben  olyan  megoldast 
keresiink,  amely  az  aktiv  halmaz  altal  meghatarozott  indexii  pontokban  nem  modosltja  a 
megoldast  olyan  modon,  hogy  az  adott  kozelltes  kilepjen  a  megengedett  megoldasok  O 
halmazabol.  Azert  „aktfv”  a  halmaz,  mert  mint  alabb  kideriil,  0  minden  iteracios  ciklusban 
valtozik.  Az  aktiv  halmazok  modszerenek  szamos  valtozata  ismert.  A  kovetkezo  pontokban  ket 
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eredmenyesen  alkalmazhato  valtozatat  mutatom  be  a  modszernek.  Az  elso  esetben  a  konjugalt 
gradiensek  modszerevel  otvozve,  a  masodik  esetben  pedig  a  szingularis  felbontassal  kombinalva 
adok  hasznalhato  dekonvolucios  algoritmust. 


II.3.1.  AZ  AKTIV  HALMAZ  MODSZER  ES  A  KONJUGALT  GRADIENS  MODSZER 
EGYUTTES  ALKALMAZASA 


Kamatoztassuk,  hogy  a  konjugalt  gradiens  modszer  gyorsan  konvergal.  Mint  lattuk  az 
elozo  pontban,  onmagaban  a  modszer  nem  jobb,  mint  a  korabbiak,  de  ha  otvozziik  az  aktfv 
halmazok  modszerevel  akkor  egy  igen  hatekony  algoritmushoz  jutunk  [40,54].  Alkalmazzuk 
tehat,  „nulladik”  iteracios  cikluskent,  a  konjugalt  gradiensek  modszeret  a  szokasos  x<0)  =  0  indulo 
ertekkel.  Tegyiik  fel,  hogy  a  k-adik  iteracios  lepesben  a  kozelfto  megoldast  -  atmenetileg  -  q  k  1 


jeloli.  Ez  az  a  megoldas,  amelyre  teljesiil  az 


A^(k)-y 


<  £  megallasi  kriterium,  vagy  amely  L0 


szamu  iteracios  lepes  utan  adodott.  A  gyakorlatban  inkabb  az  utobbi  logikat  alkalmazzuk,  mert  a 
II.2.1.  pont  szerint  ebben  az  iteracios  ciklusban  nem  kapunk  kielegftoen  pontos  megoldast.  Mivel 
ez  tartalmazhat  negatrv  komponenseket,  eloszor  is  kepezziik  ennek  a  kozelfto  megoldasnak  az 
ortogonalis  projekciojat  a  megengedett  megoldasok  Q.  halmazara.  Az  fgy  kapott  kozelfto 
megoldas  legyen  az  x<k): 


0;  is  3, 

4k); 


if  <  0 
kiilonben 


(2.39) 


ahol  3  jeloli  a  osszes  indexek  halmazat,  azaz  3  =  {  1,  2,  ...,  n  }.  Ha  most  a 


Ax 


(k) 


<  £ 


kriterium  nem  teljesiil  -  a  nulladik  ciklus  utan  a  gyakorlatban  altalaban  ez  a  helyzet  akkor 
pontosftjuk  a  megoldast  a  kovetkezo  modon.  Az  x(k)  kozelftes  es  a  pontos  megoldas  kiilonbseget 
jelolje  5x,  azaz  A(x(k)  +  5x)  =  y  egzaktul  teljesiil.  A  k-adik  kozelftest  ugy  javftjuk,  hogy 
meghatarozzuk  ennek  a  rendszernek  egy  5x(k)  kozelfto  megoldasat,  tehat  megoldjuk  az 
A5x  =  y  -  Ax(k)  =  -  r(k)  rendszert  ugyancsak  a  konjugalt  gradiensek  modszerevel  a  5x(0)  =  0 
indulo  kozelftessel.  Annak  erdekeben,  hogy  biztosftsuk  a  megoldas  nem  negatfv  voltat, 
felhasznaljuk  az  aktfv  halmazok  modszerenek  az  alabbiak  szerinti,  altalam  jelentosen 
leegyszeriisftett  de  -  amint  azt  az  eredmenyek  igazoljak  meg  fgy  is  igen  hatekony  valtozatat. 

A  mi  esetiinkben  a  feltetelek  az  x | k  1  >0;  i  e  3  egyenlotlensegek.  Az  i-edik  feltetel  tehat 
aktfv,  ha  x  | k  *  =  0  .  Ertelmezziik  most  az  aktfv  halmazt,  0-t,  az  3  indexhalmaz  alabbi 
reszhalmazakent:  0  =  {ie  3 1 x;  =  o}c3. 
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Az  x(k)  megoldas  ismereteben  kiszamftjuk  az  Ax(k)  -  y  =  r(k)  vektort.  Itt  kap  szerepet 
elsokent  az  aktfv  halmaz.  Ha  i  e  0  es  r/k)  <  0  akkor  az  i  indexet  toroljiik  az  aktfv  halmazbol,  ami 
azt  jelenti,  hogy  ha  x(k)  valamelyik  komponense  0,  akkor  nem  engediink  meg  olyan  valtoztatast, 
ami  az  adott  komponenst  negatfvva  teszi,  mas  szavakkal  minden  iteracios  ciklusban  csak 
megengedett  megoldasokat  fogadunk  el.  Megoldjuk  tehat  az  A8x  =  -  r(k)  egyenletet  de  csak 
olyan  megoldast  fogadunk  el,  amelyre  teljesul,  hogy  5xi(k>  >  0,  i  e  0.  Ennek  erdekeben 
megszerkesztiink  egy  matrixot,  jelolje  ezt  B(k),  amely  a  megoldasbol  csak  azokat  a 
komponenseket  tartja  meg,  amelyek  nem  aktfv  feltetelhez  tartoznak.  B(k)-t  az  E 
identitasmatrixbol  kapjuk  ugy,  hogy  az  identitasmatrix  en  =  1  elemeit  0-ra  modosftjuk,  ha  ie  0. 
Ezek  utan  megoldjuk  az 

AB(k)  z  =  -  r(k)  (2.40) 

egyenletrendszert.  Cel,  hogy  a  konjugalt  gradiensek  modszeret  alkalmazzuk,  azonban  ez 
kdzvetleniil  nem  mukodik,  mivel  AB(k)  nyilvanvaloan  nem  pozitfv  definit,  hiszen  a  B<k) 
matrixnak  mindazon  oszlopa  zerus  vektor,  amelynek  indexe  eleme  az  aktfv  halmaznak.  Ezert  a 
B(k)  matrixbol  elhagyjuk  az  osszes  ilyen  oszlopot,  fgy  kapjuk  C(k,-t.  Ha  101  =  p,  azaz  p  db  aktfv 
feltetel  van  az  aktualis  iteracios  lepesben,  akkor  q  =  n  -  p  jelolessel  nyilvan  teljesul,  hogy 
C(k>  G  9tnxq.  A  megoldasnak  tehat  azt  a  q  db  koordinatajat  modosftjuk,  amelyik  nem  zerus.  Tehat 
(2.40)  helyett  megoldjuk  a 

C(k)*AC(k)  z  =  -  C(k)Yk)  (2.41) 

egyenletrendszert,  ahol  C(k)*AC(k)  e  9tqxq  kvadratikus,  pozitfv  definit  matrix,  z(0>  =  0  e  9tq 

kezdoertekkel.  Itt  is  elofrhatunk  Li  lepesszamot,  vagy  alkalmazzuk  az  AB^^z^  +r^k^  <£ 

megallasi  kriteriumot.  Ezek  utan  a  korrekcio  a  5x(k)  =  Clk'z!JI  definfcioval  adodik,  tehat  a 
(k  +  l)-edik  lepesben  a  kozelfto  megoldas  az  ^(k+1)  =  x<k>  +  5x(k)  vektor.  Ennek  szinten  kepezziik 
az  ortogonalis  projekciojat  az  Q  halmazra,  definfcio  szerint  ez  az  x(k+1)  kozelfto  megoldas.  Mint 
lathato,  ez  az  algoritmus  ket  egymasba  agyazott  iteraciobol  all,  a  „belso”  iteracio  a  konjugalt 
gradiensek  modszere,  a  „kiilso”  pedig  az  aktfv  halmazok  modszere.  Ha  teljesul  a 

Ax -  y  <  £  kritcrium.  megkaptuk  a  kfvant  pontossagu  megoldast,  ha  nem,  akkor  ismeteljiik 

a  fenti  egymasba  agyazott  iteracios  ciklusokat.  A  „nulladik”  ciklust  termeszetesen  csak  egyszer, 
indulo  lepeskent  futtatjuk  le.  Mielott  az  egymasba  agyazott  algoritmusokat  dekonvoluciora 
alkalmaznank,  erdemes  szemleletesse  tenni  az  aktfv  halmazok  szerepet  a  megoldas  javftasaban. 
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A z  aktiv  halmazok  alkalmazasanak  hatasa  a  kdzelitd  megoldasra 


11.16.  abra.  Az  aktiv  halmazok  hatasa  a  megoldas  jav  itasara 


A  11.16.  abran  egyreszt  lathato  egy  folytonos  gorbe,  mely  a  konjugalt  gradiensek  algoritmusanak 
majd  egy  ortogonalis  projekcionak  az  eredmenyet  mutatja  egy  100  lepeses  iteraciot  kovetoen, 


Ax 


(k). 


3,7170-103.  Ezutan  az 


a  =  10  regularizacios  parameter  mellett.  Az  adott  peldaban 

aktiv  halmazok  modszeret  alkalmaztuk  a  korrekcio  kiszamftasara  ugyancsak  100  lepesben. 
Ennek  eredmenye,  tehat  az  elozo  kozellto  megoldas  korrekcioja,  a  pontozott  vonallal  abrazolt 
megoldas.  Lathato,  hogy  ahol  az  elozo  kozelites  zerus,  ott  a  korrekcio  is  zerus,  bar 
hangsulyozzuk,  hogy  pozitiv  korrekcio  lehetseges  ezeken  a  helyeken,  csak  negativ  ertelmii 
korrekcio  nem.  Majd  a  kozellto  megoldast  es  a  korrekciot  osszeadtuk  es  kepeztiik  a  projekciot. 


Ezt  abrazolja  a  szaggatott  vonal.  Erdemes  kiemelni,  hogy 


Ax 


(k) 


7,4421,  tehat  a  hiba 


egyetlen  „javfto”  ciklusban  3  nagysagrenddel  csokkent.  Mint  lathato,  vegeredmenyben  a  valodi 
csucsok  sziikebbek  es  magasabbak  lettek,  a  hamis  csucsokat  az  algoritmus  pedig  kezdi  eltiintetni. 

Alkalmazzuk  ezt  az  algoritmust  dekonvoluciora  a  =  10  6  regularizacios  parameterrel  az 
alabbi  modon.  A  nulladik  iteracio  150  lepesbol  all.  Ezutan  25  kiilso  iteracios  ciklusban 
alkalmazzuk  az  aktiv  halmazok  modszeret,  a  belso  iteracio  -  a  konjugalt  gradiens  modszer  -, 
minden  ciklusban  mindossze  20  lepeses.  A  szamftasok  elvegzesehez  mindossze  2,4s  idotartamra 


van  sziikseg,  es  az  adott  lepesszam  eseten  az 


Ax 


(k)_. 


elteres  normaja  mindossze  2,21.  A 


11.17.  abran  lathato  a  szamftasoknak,  a  nulladik  ciklusnak  es  az  utanuk  kovetkezo  javito  ciklusok 
koziil  minden  otodiknek  az  eredmenye.  Mint  az  jol  lathato  az  aktiv  halmazok  modszere  jelentos 
mertekben  javlt  a  megoldason,  mar  az  otodik  ciklusban  is  szemmel  lathatoan  jelentosen  csokkent 
a  szoras,  tehat  javult  a  felbontas,  csaknem  teljesen  eltiintek  a  hamis  csucsok.  A  kovetkezo 
ciklusokban  a  szoras  -  ez  mar  szemmel  alig  lathato,  de  a  szamftasok  igazoljak  -  ciklusrol 

ciklusra  csokken  es  a  hamis  csucsok  is  egyre  kisebb  intenzitasuak. 
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0.  ciklus 


15.  ciiklus 


5.  ciklus 


10.  ciklus 


csatorna 


20.  ciklus 


25.  ciklus 


csatorna 


11.17.  abra.  Az  aktiv  halmazok  modszerenek  es  a  konjugalt  gradiensek  modszerenek  az  egyiittes  alkalmazasa. 
A  nulladik  ciklus  kizarolag  a  konjugalt  gradiens  modszer  alkalmazasa,  utana  a  megoldas  javitasa  az  aktiv 

halmazok  modszerevel  tortenik 


Tovabbi  elonye  az  algoritmusnak,  hogy  kevesse  erzekeny  az  a  regularizacios  parameterre.  A 
tapasztalat  szerint  tetszoleges  a  <  10~5  alkalmazasa  eseten  alig  tapasztalhato  kiilonbseg  a 
megoldasokban. 


Sorszam 

Egzakt  pozicio 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,76 

-0,24 

1,43 

3,37 

2. 

140 

139,76 

-0,24 

1,41 

3,34 

3. 

200 

200,00 

0,00 

1,43 

3,37 

4. 

250 

249,97 

-0,03 

1,60 

3,77 

5. 

300 

300,00 

0,00 

1,42 

3,34 

6. 

400 

400,00 

0,00 

1,42 

3,34 

II.7.  tablazat.  Az  aktiv  halmazok  modszerevel  kapott  megoldas  a  25.  ciklusban 


A  II. 7.  tablazatban  feltiintettem  a  25.  ciklus  utan  kapott  megoldas  adatait.  Mivel  megoldaskent 
egesz  szamokat,  a  csatornak  pozfciojat  varjuk,  ha  kerekitjiik  a  szamftott  pozfciokat,  lathato,  hogy 
az  egzakt  ertekeket  kapjuk  megoldaskent.  A  szoras  es  ezzel  egyiitt  a  felertek  szelesseg  is 
jelentosen  jobb,  mint  a  korabbi  modszerek  alkalmazasa  eseten.  Peldaul  a  Gauss-Seidel 
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iteraciohoz  kepest  a  felbontas  egy  nagysagrenddel  jobb.  Definrcio  szerint  tehat  -  tekintettel  arra, 
hogy  jelen  szamrtas  egy  512  csatornas  analizatorra  vonatkozik  -,  ez  az  eredmeny  azt  jelenti, 
hogy  4  csatornanyi  tavolsagra  levo,  tehat  -15-20  keV  energiakiilonbsegu  fotocsucsokat  ezzel  a 
modszerrel  mar  el  tudunk  kiildnrteni. 


II.3.2.  AZ  AKTIV  HALMAZOK  MODSZERENEK  EGY  PONTOSABB  YALTOZATA, 
MATRIXOK  SZINGULARIS  FELBONTASANAK  ALKALMAZASA 


Szeretnek  ravilagrtani  az  elozo  pontban  targyalt  modszer  egy  esetleges  hibajara.  Az  aktrv 
halmaz  minden  ciklusban  elvileg  boviilhet  is  es  szukiilhet  is.  Az  elozo  pontban  -  es  altalaban,  a 
dolgozatban  vizsgalt  problemakorben  -  cel  az,  hogy  a  hamis  csucsok  eltunjenek  a  spektrumbol 
es  elvarjuk,  hogy  egy  ujabb  ciklusban  mar  ne  is  jelenjenek  meg  csucsok  olyan  helyen,  ahol  nines 
csucs,  illetve  ott,  ahol  az  elozo  ciklusban  kapott  megoldasban  nem  volt  csucs.  A  II.3.1.  pontban 
ilyen  hibas  megoldasokat  nem  kaptunk,  a  hamis  csucsok  eltuntek,  de  tisztaban  kell  lenniink  vele, 
hogy  a  lehetoseg  megvan  arra,  hogy  azokon  a  helyeken,  ahol  egy  adott  megoldas  a  nulla  erteket 
vette  fel  a  kovetkezo  iteracioban  ez  az  ertek  pozitrvva  valjon.  Az  elozo  pontban,  amikor  az  aktrv 
halmazok  modszeret  a  konjugalt  gradiensek  modszerevel  otvoztiik  -  tekintettel  az  algoritmus 
egyszerusegere  -,  ezt  a  valtozast  nem  iranyrtottuk,  esak  annak  lehetoseget  zartuk  ki,  hogy  a  nulla 
megoldas  negatrvva  valjon.  Ebben  a  pontban  ezt  a  fogyatekossagot  javftjuk,  megvizsgaljuk  a 
pozitrv  iranyu  valtozas  lehetoseget,  es  iranyrtjuk  az  ilyen  ertelmu  valtozasokat.  Ezen  krviil 
vegrehajtunk  meg  egy  modosrtast.  Az  egyes  ciklusokban,  amit  az  aktrv  halmazok  javrtott 
modszere  vezerel,  nem  a  konjugalt  gradiensek  modszeret  alkalmazzuk,  hanem  matrixok 
szingularis  felbontasat.  Az  1.6.  pontban  megmutattuk,  hogy  a  szingularis  felbontas  kdzvetleniil 
nem  alkalmas  az  egyenletrendszer  direkt  megoldasara,  de  amint  az  ebben  a  pontban  kideriil, 
iteracios  kornyezetben  igen  eredmenyesen  alkalmazhato  ez  a  fogalom. 

Ismet  a  (2.28)  fiiggveny  szelsoerteket  keressiik  abban  az  esetben,  amikor  Q  =  E  az 
identitasmatrix.  A  megoldasoktol  az  eddigiekben  esak  egy  feltetelt  koveteltiink  meg,  azt  hogy 
x(k)(i)  >  0  teljesiiljon  i  =  1,  2,  ...  ,  n  eseten.  Tekintettel  arra,  hogy  egy  szelsoertek  feladat 
megoldasat  keressiik,  az  optimalis  megoldasra  vonatkozolag  elofrjuk  meg  a  kovetkezo 
felteteleket: 


1.  Minden  olyan  helyen  ahol  x,opt,(i)  >  0  teljesiil  elvarjuk,  hogy 


dx 


(opt) 


=  01egyen;  es 


2.  Minden  olyan  helyen  ahol  x<opt)(i)  =  0  teljesiil  -  tehat  az  aktrv  halmaz  altal  meghatarozott 


koordinataknal  -,  elvarjuk,  hogy 


dx 


(opt) 


>  0  legyen. 
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Ezt  nyilvan  csak  az  elmeletileg  egzakt  optimalis  megoldastol  varjuk  el,  amit  termeszetesen 
eloallftani  nem  tudunk.  Azonban  -  kiilonosen  a  2.  feltetel,  hiszen  az  1.  feltetel  nyilvanvalo  - 
iranyt  mutat  a  pontosabb  megoldas  eloallftasara.  Ennek  tartalma  ugyanis  az,  hogy  ha  egy  adott 
helyen  a  megoldas  zerus,  akkor  a  megoldas  ezen  a  helyen  csak  olyan  modon  valtozhat  meg,  hogy 
a  4>(x)  fiiggveny  erteke  novekedjek.  Ha  ugyanis  tovabb  csokkenhetne,  akkor  nem  lenne  x<opt)  a 
minimum  feladat  optimalis  megoldasa.  A  derivalt  kiszamftasa  egy  adott  kozelfto  x(k)  megoldasra 
nem  jelent  problemat,  hiszen  a  derivaltat  a  (2.29)  formula  megadja. 

Az  aktfv  halmazok  modszeret  a  kovetkezokeppen  modosftottam: 

1.  modositas:  A  k-adik  iteracios  lepesben  az  aktfv  halmaz  altal  meghatarozott  pontokban 

dtp 

kiszamftjuk  a  ——y derivalt  erteket.  Megkeressiik  azokat  a  koordinata(ka)t,  amely(ek)re  ez(ek) 

abszolut  ertekben  a  legnagyobb(ak),  majd  ez(eke)t  az  index(ek)et  toroljiik  az  aktfv  halmazbol, 
vagyis  megengedjiik,  hogy  ezeken  a  helyeken  a  megoldas  ismet  pozitfv  legyen  es  ezzel  kozelebb 
keruljiink  az  optimumhoz. 

2.  modositas:  Meg  egy  ponton  precfzebbe  tessziik  az  algoritmust.  A  modositas  eroteljesen 
hasonlft  a  relaxacional  alkalmazott  gondolatmenetre.  Az  eddigiekben  egy  adott  iteracios  lepes 
eredmenyenek  egesz  egyszeruen  kepeztiik  az  ortogonalis  projekciojat  a  megengedett  megoldasok 
halmazara,  ezt  tekintettiik  ujabb  kozelfto  megoldasnak.  Most  -  a  II. 3.1.  pont  jeloleseivel 
osszhangban  -,  ha  x(k)  jeloli  a  k-adik  lepesben  a  nem  negatfv  megoldast,  es  a  kovetkezo  iteracio 
az  2n'+l  j  megoldast  szolgaltatja  -  ami  nem  feltetleniil  nem  negatfv  -,  akkor  az  x(k+1)  megoldast  az 
alabbi  modon  definialjuk: 

x(k+1)  =  x(k)  +  yk(  ^(k+1)  -  x(k))  (2.42) 

ahol  yk  e  ]  0,  1]  az  a  legnagyobb  valos  szam,  amelyre  x(k+1)  nem  negatfv.  Ha  yk  =  1,  az  azt  jelenti, 
hogy  q  k+l  1  eleve  nem  negatfv  megoldas  volt,  ha  azonban  yk  <  1  akkor  egy  vagy  tobb  helyen  az  lij 
megoldas  0-va  valik,  tehat  az  aktfv  halmaz  elemszama  novekszik. 

Az  algoritmus  a  mondottak  tiikreben  a  kovetkezo:  lenyegeben  megtartjuk  a  II. 3.1.  pontban 
lefrt  eljaras  logikajat  tehat  a  nulladik  lepesben  ugyancsak  az  Ax  =  y  egyenletrendszert  oldjuk 
meg,  de  most  nem  a  konjugalt  gradiensek  modszerevel,  hanem  SVD-felbontassal  [18-20].  Ezek 
utan  ugyancsak  a  (2.40)  rendszer  megoldasa  kovetkezik  folytonosan  valtozo  jobboldallal,  de 
egyreszt  beillesztjiik  az  algoritmusba  a  I.  es  II.  modosftasokat  valamint  a  (2.40)  egyenlet 
megoldasat  minden  iteracios  lepesben  ugyancsak  szingularis  felbontassal  szamoljuk.  Ennek 
egyreszt  az  a  kovetkezmenye,  hogy  csak  egy  iteracio  van,  az  aktfv  halmazok  iteracioja  -  tehat 
nines  „kiils6”  es  „belso”  iteracio  -,  a  megoldasok  minden  iteracion  beliil  egy  lepesben  adodnak, 
masreszt  hangsulyozzuk,  hogy  elvileg  nem  sziikseges  attemi  a  (2.41)  egyenletrendszerre,  mert  a 
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szingularis  felbontas  akkor  is  elvegezheto,  ha  a  matrix  indefinit  es  az  sem  sziikseges,  hogy 
kvadratikus  legyen.  Azonban  idot  takaritunk  meg,  ha  megis  a  (2.41)  rendszert  oldjuk  meg 
minden  lepesben,  ugyanis  vilagos,  hogy  a  C(k,AC(k)  matrixnak  az  AB,k)  matrixhoz  kepest 
annyival  kevesebb  sora  van,  ahany  eleme  van  az  aktiv  halmaznak,  rgy  kiilonosen  az  iteracio  vege 
fele  a  szamitasok  mennyisege  jelentosen  csokken,  hiszen  egy  kisebb  meretu  matrix  szingularis 
felbontasa  jelentosen  kevesebb  szamolast  igenyel,  tekintettel  arra,  hogy  a  szamitasok 
mennyisege  n3-bel  aranyos.  Egy  hatranya  azonban  van  annak  a  modosrtasnak,  hogy  a  szingularis 
felbontast  alkalmazzuk.  Megpeidg  az,  hogy  az  algoritmus  szamolas  es  idoigenyesebb,  ugyanis 
(2.41)  szerint  az  C(k)  AC(k)  szingularis  felbontasat  minden  egyes  iteracios  lepesben  ki  kell 
szamolni.  Mivel  pedig  C(k)  fiigg  az  aktiv  halmaztol,  ami  termeszetebol  adodoan  ciklusrol- 
ciklusra  valtozik,  az  invertalando  matrix  is  valtozik.  Alkalmazzuk  ezt  az  algoritmust  is  a  szokott 
rendszer  megoldasara. 


zajos  spektrum 


lepesszam  =  60 


lepesszam  =  120 


csatorna 


Active  halmazok  modszere  &  SVD  felbontas,  n  =  180 


lepesszam  =  240 


lepesszam  =  300 


csatorna 


11.18.  abra.  Az  aktiv  halmazok  modszerenek  alkalmazasa. 

A  megoldast  minden  iteracios  lepesben  SYD-felbontassal  szamitottuk 


A  11.18.  abran  lathato  egy  300  lepeses  iteracio  eredmenye,  nehany  kozbiilso  megoldas 
szemleltetesevel.  A  regularizacios  parameter  erteke  ugyancsak  a  =  10  6,  az  elteres  normaja: 


Ax 


(k) 


2,16,  tehat  ugyanaz  a  nagysagrend,  mint  a  II.3.1.  pontban,  a  szamitasok 


idotartama  75,4s.  Ha  ezt  az  abrat  osszevetjiik  a  11.17.  abraval,  szembetiinik  a  lassabb,  de 
„szisztematikusabb”  konvergencia.  A  hamis  csucsok  lassan,  fokozatosan  de  biztosan  eltiinnek, 

mikozben  a  valodi  csucsok  egyre  elesebbek  lesznek. 
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Sorszam 

Egzakt  pozfcio 

Szamitott  pozfcio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,98 

-0,02 

1,40 

3,32 

2. 

140 

139,98 

-0,02 

1,39 

3,28 

3. 

200 

200,00 

0,00 

1,43 

3,36 

4. 

250 

249,80 

-0,2 

1,69 

3,98 

5. 

300 

300,00 

0,00 

1,42 

3,34 

6. 

400 

400,00 

0,00 

1,42 

3,34 

II.8.  tablazat.  Az  aktfv  halmazok  es  az  SVD-felbontas  modszerevel  kapott  megoldas  300  lepes  utan 

Ketsegtelen  hatranya  ennek  az  algoritmusnak  az  idotenyezo,  ambar  a  problemakort  tekintetbe 
veve,  nagysagrendileg  egy  perc  szamftasi  ido  semmifele  problemat  nem  okozhat.  Ez  az  ara  a 
stabilabb  megoldasnak.  Vegiil  hasonlftsuk  ossze  a  II. 3.1.  pontban  es  ebben  a  pontban  kapott 
megoldasokat  kvantitatfv  modon  is.  Az  adatokat  a  II. 7.  tablazat  tartalmazza. 

A  ket  tablazat  adatait  osszehasonlftva  elmondhatjuk,  hogy  gyakorlatilag  ugyanolyan 
pontossagu  megoldasokat  kapunk.  Lenyegeben  ugyanazokat  a  pozfciokat  olvassuk  ki  ebbol  a 
tablazatbol  is,  es  ugyanazt  az  energia  felbontast  kapjuk.  Az  ok,  amiert  ezt  az  algoritmust  is 
kidolgoztam  egyreszt  az  volt,  hogy  a  gyakorlatban  is  eredmenyesen  lehessen  alkalmazni  az 
elmeletileg  nagy  jelentosegii  szingularis  felbontas  fogalmat,  mert  ez  a  szakirodalombol  az  adott 
problema  kapcsan  teljesen  hianyzik.  Masreszt  pedig  azert,  mert  -  mint  a  bevezetoben  jeleztem  -, 
a  dolgozatomban  egy  adott  fizikai  problemanak  keresem  a  megoldasat  matematikai 
modszerekkel,  de  semmi  sem  garantalja  azt,  hogy  egy  mas  problema,  egy  mas  szerkezetu  rosszul 
kondicionalt  matrix  eseten  is  mukodik  mindket  modszer. 

II.4.  DEKONVOLUCIO  „SULYOZOTT  REGULARIZACIOYAL” 

Ebben  a  pontban,  meg  egyszer  utoljara,  kiterek  a  Gauss-fele  normalegyenletek  egy  ujabb 
megoldasi  lehetosegere.  Mar  tobb  algoritmust  is  lefrtam,  amelyek  igen  hatekonyan  mukodnek, 
azonban  a  most  kovetkezo  algoritmus,  amelyet  en  „sulyozott  regularizacio”-nak  neveztem  el, 
nagyon  egyszerii  szerkezetu,  egyszeriien  kodolhato,  mindemellett  nagyon  jo  a  felbontasa  es 
erzeketlen  a  regularizacios  parameterre. 

A  kovetkezo  ket  pontban  ugyanazt  az  algoritmust  from  le  ket  kodolasi  lehetoseget  kfnalva. 
A  kiilonbseg  az,  hogy  az  iteraciohoz  sziikseges  matrix  invertalasat  ket  elvileg  kiilonbozo  modon 
vegzem  el.  A  II.4.1.  pontban  a  kodolasnal  erosen  hagyatkozom  a  MATLAB-ra,  mert  az 
LU-felbontast  alkalmazom,  ez  pedig  beepftett  fiiggveny,  egyetlen  utasftassal  hfvhato.  Arra  valo 
tekintettel  azonban,  hogy  az  algoritmus  MATLAB-tol  fiiggetlen  kornyezetben  is  egyszeriien 
kodolhato  legyen,  adok  egy  masik  megoldast  is  az  inverz  meghatarozasara  a  II.4.2.  pontban, 
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olyan  modszer  alkalmazasaval,  amelyet  a  dolgozatomban  eddig  nem  alkalmaztam,  ez  pedig  a 
linearis  algebra  igen  kozismert  es  hatekony  eszkoze  a  Gram-Schmidt  ortogonalizacio.  Mint  latni 
fogjuk,  ez  utobbinak  a  kodolasa  igen  egyszeruen  vegrehajthato. 

A  „sulyozott  regularizacio”  alapgondolata  a  kovetkezo.  Mivel  a  Gauss  fele 
normalegyenletben  megjeleno  R  R  matrix  nem  pozitfv  definit,  az  eddigiekben  ugy  tettiik  pozitfv 
definitte  es  egyuttal  regularissa,  hogy  az  R  R  helyett  egyutthatomatrixkent  az  A  =  R  R  +  aQ 
matrixot  valasztottuk,  ahol  Q  a  regularizacios  matrix  es  a  e  a  regularizacios  parameter. 
Ezutan  pedig  minden  egyes  iteracios  lepesben  ugyanezzel  az  A  matrixszal  szamoltunk.  Az  elozo 
fejezetekben  mindeniitt  a  Q  =  E  valasztassal  eltiink,  ahol  E  az  identitasmatrix.  Az  alabbiakban 
ezen  valtoztatunk  ugy,  hogy  indulo  lepesben  Q  =  E.  dc  ezutan  minden  egyes  iteracios  lepesben  a 
Q  foatlobeli  komponensei  koziil  nehanyat  megvaltoztatunk. 

Tekintetbe  veve  azt,  hogy  megoldaskent  nem  negatfv  valos  szamokat  varunk,  ezuttal  az 
indefinit  megoldas  Q-ra  vonatkozo  projekcioja  helyett  a  kovetkezot  tessziik.  Ugy  „korlatozzuk” 
a  negatfv  megoldasok  elofordulasat  es  ezek  nagysagat,  hogy  minden  egyes  iteracios  lepesben 
kikeressiik  az  adott  x(k)  kozelfto  megoldas  negatfv  komponenseit,  es  azon  i  e  3  indexekre, 
amelyekre  x(k>,  <  0  a  Q  matrix  e„  =  1  komponenseit  megvaltoztatjuk  (i-szorosra  ((1  =  10,  100, 
1000,  ...)  stb.,  tehat  megnoveljiik  1,  2,  3,  ...stb.  nagysagrenddel.  A  pozitfv  komponensek 
eseteben  pedig  a  foatlo  eleme  valtozatlanul  1  marad.  Ennek  az  a  kovetkezmenye,  hogy  a 
regularizacio  a  negatfv  komponensekre  fokozott  hatassal  van,  azokat  -  elvileg  nem  de  - 
gyakorlatilag  eltiinteti.  Mint  alabb  kideriil,  ha  peldaul  (1  =  1000,  es  a  pozitfv  komponensek 
nagysagrendje  104- 105,  akkor  a  negatfv  komponensek  abszolut  ertekben  1  nagysagrendfiek. 

Az  iteracio  szerkezete  is  sokkal  egyszeriibbnek  valaszthato.  Az  eddigiekben  megszokott 
x(k+1)  =  x(k)  +  A  '(R:;:y  -  Ax(k))  alaku  iteracio  helyett  a  kovetkezo  sema  alkalmazhato:  Indulo 
erteknek  valasztjuk  a  meressel  kapott  y(<))  =  y  spektrumot.  Ennek  birtokaban  meghatarozzuk  az 
Ax  =  R  y<0)  rendszer  megoldasat,  a  nulladik  kozelfto  megoldast.  (Az  inverz  kiszamftasa  ketfele 
modon  tortenik  majd  a  II.4.1.  es  II.4.2.  pontokban.)  Ezt  a  kozelftest  jeloli  x(0)  es  ekkor  definfcio 
szerint  az  y(1)  =  R  x(<))  vektor  a  kovetkezo  iteracios  lepesben  a  „dekonvolvalando  spektrum”. 
Altalaban  ha  y(k)  ismert,  akkor  az  Ax  =  R  y(k)  rendszer  megoldasa  definfcio  szerint  az  x(k) 
kozelftes  es  ekkor  y(k+1)  =  R  x(k)  a  kovetkezo  lepes  kezdoerteke. 

A  modszer  elonye,  hogy  sokkal  kevesbe  erzekeny  az  a  regularizacios  parameterre,  es  az 
aktfv  halmazok  modszerevel  kapott  megoldaseval  osszemerheto  a  felbontasa.  Egyetlen  hatranya, 
hogy  mivel  minden  iteracios  lepesben  valtozik  az  A  =  R  R  +  aQ  egyutthatomatrix,  minden 
lepesben  el  kell  vegezni  a  felbontasat,  ki  kell  szamftani  az  inverzeket,  ami  idoigenyes. 
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II.4.1.  SULYOZOTT  REGULARIZACIO  CHOLESKY-FELBONTASSAL 


Oldjuk  meg  tehat  az  Ax  =  R  y;  A  =  R  R  +  aQ:  Q  =  [qi,];  egyenletrendszert  y<())  =  y, 
kezdoertekkel  Q(0)  =  E  indulo  regularizacios  matrix  alkalmazasaval  az 


,(k) 


A  R*y 


(k).  „(k+l) 


R 


,(k). 


Jl;  ha  x[k)  >  0; 
IP;  ha  x[k)  <  0; 


(2.42) 


iteracios  sema  szerint,  P  >  1  eseten.  Mint  a  gyakorlatban  kideriil,  p  =  100,  1000,  ...  ertekek 
eseten  van  szamottevo  hatasa  az  eljarasnak.  Egyetlen  kerdes  meriil  fel,  hogy  az  A  matrix  inverzet 
milyen  modszerrel  szamftjuk  ki.  A  hagyomanyos  inverz  alkalmazasaval  nem  megyiink  semmire, 
a  megoldas  erosen  oszcillalo.  A  szingularis  felbontas  elvileg  jo,  de  gyakorlatilag  nem  megfelelo, 
ugyanis  minden  iteracios  lepesben  el  kell  vegezni  a  matrix  felbontasat,  ami  nagyon  sok 
szamftassal  jar,  fgy  jelentos  mertekben  megno  az  algoritmus  idotartama,  ami  nem  kfvanatos. 

Ehelyett  vegyiik  tekintetbe,  hogy  az  A  matrix  szimmetrikus  es  pozitfv  definit.  Ekkor 

He 

felbonthato  A  =  LL  alakban,  ahol  L  also  haromszog  matrix.  Ezt  az  eloallftast  Cholesky- 
felbontasnak  nevezziik  [15,16,18].  A  modszer  elonye,  hogy  egy  also,  illetve  felso 
harornszogmatrix  invertalasa  nagyon  egyszeriien,  nagy  n  eseten  sokkal  kevesebb  szamftassal 
elvegezheto,  mint  egy  olyan  negyzetes  matrix  eseteben  ahol  a  foatlo  mindket  oldalan  vannak 
0-tol  kiilonbozo  komponensek. 

Az  x(k)  =  A_1R  y(k)  rendszert  ket  lepesben  oldjuk  meg.  Eloszor  a  z(k)  =  L_1R  y(k)  kozbiilso 
erteket  szamftjuk  ki,  majd  ennek  ismereteben  az  x(k)  =  (L  )_1z<k>  kozelfto  megoldast.  Tehat  a 
negyzetes  A  matrix  invertalasa  helyett  2db  haromszogmatrixot  invertalunk.  Ez  azt  jelenti,  hogy 
az  inverz  matrix  kiszamftasahoz  sziikseges  n3  mfiveletigeny  n3/6-ra,  tehat  a  hatodara  csokken.  A 
(2.42)  iteracio  tobbi  lepese  vilagos  es  egyertelmu. 

Alkalmazzuk  tehat  a  (2.42)  „sulyozott  regularizacios  algoritmust”  Cholesky-felbontassal, 
a  =  10~6  regularizacios  parameterrel,  kiilonbozo  P  sulyok  mellett.  Az  eredmenyek  a  11.19.  a),  b), 
c)  es  d)  abran  lathatok,  ahol  p  erteke  rendre  1,  5,  50,  500.  Az  abran  egyelore  kizarolag  a  sulyozas 
negatfv  komponensekre  kifejtett  hatasat  szeretnenk  szemleltetni.  Az  iteracio  mindossze  10 
lepesbol  allt  es  a  szamftasok  idotartama  2,6s  volt.  Hasonlo  modon  vizsgalhato  az  a 
regularizacios  parameter  valtoztatasanak  hatasa  a  megoldasra.  A  kovetkezo  pontban  kiteriink 
erre  is.  A  tapasztalat  szerint  a  csucsok  annal  elesebbek,  minel  kisebb  a  erteke,  ahogyan  az  el  is 
varhato.  Nagyon  lenyeges  azonban,  amint  mar  hangsulyoztam  is,  hogy  ez  az  algoritmus  es  a 
II.4.2.  pontban  targyalt  algoritmus  is  gyakorlatilag  erzeketlen  a  regularizacios  parameterre, 
tetszoleges  a  eseten  az  algoritmus  konvergens. 
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regularizacio  Cholesky-febontassl,  beta  =  1 


csatoma 


sulyozott  regularizacio  Cholesky-febontassl,  beta  =  5 


csatoma 


a) 


b) 


sulyozott  regularizacio  Cholesky-febontassl,  beta  =  50 


sulyozott  regulariz6ci6  Cholesky-febontassl,  beta  =  500 


c) 

11.19.  abra.  A  sulyozas  hatasa  a  regularizaciora.  A  negativ  komponenesek  fokozatosan  eltunnek  a 
megoldasbol.  A  P  sulyfaktor  erteke  az  a),  b),  c)  es  d)  abrakon  rendre  p  =  1,  5,  50  es  500. 


zajos  spektrum 


sulyozott  regularizacio  Cholesky-febontassl,  beta 


csatorna 


1  ooo 


11.20.  abra.  Dekonvolucio  sulyozott  regularizacioval,  Cholesky-felbontassal 


A  pont  lezarasakeppen  alkalmazzuk  a  fenti  algoritmust  a  zajos  spektrumra  a  =  10  9  es 
P  =  1000  parameterek  mellett  L  =  100  lepeses  iteracioban.  A  szamltasok  idotartama  25,3s. 
A  11.20.  abran  lathato  az  eredmeny.  Az  abran  lathato  megoldas  adatait  a  II. 9.  tablazatban 
foglaltam  ossze.  A  pozlciokat  egy  kivetellel  egzaktul  kapjuk,  a  felbontokepesseg  pedig  ugyanaz 
a  kivalo  ertek  amit  az  aktfv  halmazok  modszere  is  szolgaltatott.  Ezt  gyakorlatilag  tovabb  fokozni 
mar  nem  lehet,  hiszen  a  3  egysegnyi  fel-ertek  szelesseg  azt  jelenti,  hogy  a  modszer  elkiilomt 
olyan  csucsokat  amelyek  kozott  mindossze  1-2  csatoma  van.  Tehat  ebben  a  kerdesben  a  detektor 
csatomaszama  adja  az  also  korlatot. 
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Sorszam 

Egzakt  pozicio 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,36 

-0,64 

1,43 

3,37 

2. 

140 

140,00 

0,00 

1,44 

3,40 

3. 

200 

200,00 

0,00 

1,37 

3,23 

4. 

250 

249,99 

-0,01 

1,58 

3,73 

5. 

300 

300,00 

0,00 

1,36 

3,21 

6. 

400 

400,26 

0,26 

1,37 

3,22 

II.9.  tablazat.  Sulyozott  regularizacio  modszerevel  kapott  megoldas  100  iteracios  lepes  utan, 

Cholesky-felbontas  alkalmazasaval 


II.4.2.  KONDICIOSZAM  CSOKKENTES  GRAM-SCHMIDT 
ORTOGONALIZACIOVAL 


Az  egyenletrendszer  megoldasa  soran  mindenkeppen  sziikseges  egy  matrix  inverzet 
szarmtani,  iteracios  ciklusonkent.  A  kozvetlen  invertalas  a  nagy  kondfcioszam  miatt  nem 
mukodik  jol,  meg  kell  keriilni  kiilonbozo  modszerekkel.  Erre  szolgalt  az  elmeletileg  es 
gyakorlatilag  is  igen  fontos  fogalom,  a  szingularis  felbontas,  amit  azonban  a  nagy  szamftasigeny 
miatt  celszeru  elkeriilni  es  ugyanezt  celozta  az  elozo  pontban  -  es  ha  nem  is  hangsulyoztuk 
mindeniitt,  a  korabbiakban  is  szamos  pontban  alkalmazott  -  LU-  illetve  Cholesky-felbontas. 
Mindezen  atalakftasok  celja,  hogy  az  invertalando  matrixot  ugy  faktorizaljuk,  hogy  az  egyes 
faktorok  kondfcioszama  sokkal  kisebb  legyen  es  az  egyes  tenyezok  inverzet  kevesebb 
szarmtassal,  kisebb  hibaval  ki  lehessen  kiszarmtani. 

A  most  targyalando  eljaras  is  ezt  celozza.  Induljunk  ki  abbol,  hogy  az  A  =  R  R  +  aQ; 
Ae9tnxn  egyiitthatomatrix  tetszoleges  pozitfv  a  e  91  eseten  regularis,  ami  mas  szavakkal  azt 
jelenti,  hogy  oszlopvektorai  linearisan  fiiggetlenek.  A-nak  van  tehat  ndb,  n-komponensu, 
linearisan  fiiggetlen  oszlopvektora.  Jelolje  az  A  matrix  oszlopvektorait  a,,  i  =  1,  2,  n.  Ebbol  a 
vektorrendszerbol  a  Gram-Schmidt-fele  ortogonalizacios  eljarassal  [10,12,14]  eloallfthatunk 
egy  olyan  bj,  j  =  1,  2,  ...,  n  vektorrendszert,  melynek  vektorai  paronkent  ortogonalisak,  azaz 
tetszoleges  (i,  j)  indexparra  teljesiil,  hogy  <  b;  ;  bj  >  =  0  ha  i  =£  j,  es  termeszetesen 
<  bj  ,  bj  >  =  II  bj  11“  =£  0,  hiszen  linearisan  fiiggetlen  rendszerben  nem  lehet  null-vektor. 
(Hangsulyozzuk,  hogy  nem  sziikseges  ortonormalt  rendszert  eloallftani  az  A  oszlopaibol,  azaz 
nem  sziikseges,  hogy  a  bj  vektorok  egysegnyi  hosszusaguak  legyenek.  Mint  latni  fogjuk,  a 
modszer  mukodik  ezen  kitetel  nelkiil  is.)  A  bj  oszlopvektorokbol  kepezett  matrixot  jelolje  B.  Az 
ortogonalizacios  eljaras  pedig  a  kovetkezo: 

■H  (b„aj) 

b^aj;  bj  =aj -XPij -bi;  ahol  py  =- - (2.43) 

i=l  bj 
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Ha  ezeket  a  formulakat  atrendezziik  az  aj  vektorokra  akkor  a  kovetkezo  adodik: 

ai  =bj; 

J-'  (bi,aj)  (2.44) 

aj  =bj  +  ZPij  bi;  aho1  Pij  =  „  „2  ; 

!=i  |bi| 

Ha  alkalmazzuk  a  mar  definialt  A  =  [aj  ];  B  =  [bj  ];  j  =  1,  2,  ...  ,  n  jeloleseket  es  ertelmezzuk  a  p,j 
egyiitthatokbol  alio  P  felso  haromszogmatrixot  -  melynek  foatlojaban  csupa  1-esek  allnak,  a 
foatlo  alatt  pedig  zerusok  -  akkor  (2.44)  alapjan  vilagos,  hogy  az  A  matrix  eloall  A  =  BP  alakban. 
(A  szakirodalom  ezt  a  felbontast  QR-felbontasnak  nevezi  es  az  altalam  P-vel  jelolt  matrixot 
R-rel,  a  B-vel  jelolt  matrixot  pedig  Q-val  jeloli.  En  azonban  ezt  tanacsosnak  gondolom  elkerulni, 
mert  felreertesek  forrasa  lehet.  Megjegyzem,  hogy  a  MATLAB  egyetlen  utasftassal  elvegzi  a 
QR-felbontast,  de  tekintettel  a  (2.43-2.44)  formulak  egyszeriisegere,  ezt  tudatosan  nem 
alkalmaztam,  hanem  kodoltam  az  kovetkezokben  lefrt  algoritmussal  egyiitt.) 

A  Gauss-fele  normalegyenletek  megoldasara  az  alabbi  modon  alkalmazhato  ez  a  felbontas. 
Eloszor  is  hclycttcsftsuk  az  Ax  =  y  egyenletben  az  egyiitthatomatrixot  a  BP  szorzattal,  majd 
szorozzuk  meg  a  rendszer  mindket  oldalat  a  B  transzponalt  matrixszal.  Ekkor  a  kovetkezot 
kapjuk: 

B  BPx  =  B  y  (2.45) 

Itt  kihasznaljuk,  hogy  a  B  oszlopvektorai  ortogonalis  rendszert  alkotnak,  egyszeruen  mondva  B 
ortogonalis  matrix.  Ugyanis  ennek  az  a  kozvetlen  kovetkezmenye,  hogy  a  D:=  B  B  matrix 
diagonalis.  Vilagos,  hogy  ez  jelentosen  csokkenti  az  invertalas  problematikajat,  hiszen  ennek 
inverze  egyszeruen  ugy  adodik,  hogy  minden  diagonalis  elemnek  kepezziik  a  reciprokat.  D 
inverzevel  megszorozzuk  a  (2.45)  rendszer  mindket  oldalat  balrol,  majd  ugyanezt  tessziik  a  P 
felso  haromszog  matrixszal,  amelynek  inverze  szinten  problemamentes,  es  keziinkben  a 
megoldas: 

Px  =  D_1B*y;  x  =  P  I)  B  y  (2.46) 

A  megoldas  menete  tehat  a  kovetkezo.  Alkalmazzuk  a  II.4.1.  pontban  lefrt  siilyozott 
regularizacios  technikat  tehat  a  (2.42)  iteraciot  ugy,  hogy  minden  iteracios  lepesben  az  A 
matrixot  -  amely  lepesrol  lepesre  valtozik  -  a  Gram-Schmidt  ortogonalizacioval  faktorizaljuk,  es 
az  inverz  matrixot  a  (2.46)  formulaval  szamftjuk.  Bar  elmeletileg  egyenerteku,  szamftastechnikai 
okok  miatt  celszeru  a  (2.43)  formulak  helyett  -  ahol  a  p,j  konstansokat  oszloponkent  szamoljuk  - 
az  ortogonalizacionak  az  alabbi  atrendezeset  alkalmazni  -  ahol  a  p,,  konstansokat  soronkent 
szamitjuk  -,  mert  ez  utobbi  numerikusan  stabilabb,  nem  orokfti  ugy  a  szamftasi  hibakat. 


61 


(2.47) 


a j°)  =  a j ;  j  =  l,2,...,n; 
bi=aM;  i  =  1,2, 

aP  =aj  ^Pijbi;  Pij  = 


bi 


m2 


A  szamitasok  -  tekintettel  arra,  hogy  nem  gepi  kodu  program  fut,  mint  a  MATLAB-ba  beepftett 
LU-felbontas  eseten,  hanem  kodolt  algoritmus,  amit  forditani  kell  -  ugyanannyi  lepesszam 
eseten  tobb  idot  vesznek  igenybe,  mint  a  II.4.1.  pontban,  de  nines  is  sziikseg  tul  sok  lepesre,  a 
megoldas  relative  kis  szamu  iteracio  utan  igen  jo  parameterekkel  bir.  A  11.21.  abran  lathato  egy 
30  lepeses  iteracio  eredmenye  a  =  10  7  regularizacios  parameter  es  p  =  1000  sulyfaktor  mellett. 
A  szamitasok  idotartama  104,1s  volt. 
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11.21.  abra.  Dekonvolucio  sulyozott  regularizacioval,  QR-felbontassal,  30  lepes  utan 


A  megoldas  numerikus  adatait  a  II.  10.  tablazatban  talaljuk.  Mint  lathato,  mar  30  lepes  utan 
megkapjuk  a  csucsok  egzakt  poziciojat  -  az  1.  csucs  eseten  az  LU-felbontas  ezt  100  lepes  utan  is 
1-cellanyi  hibaval  szolgaltatta  -  es  a  megoldas  felbontokepessege  is  ugyanolyan  kivalo,  mint  az 
elozo  pontban. 


Sorszam 

Egzakt  pozicid 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,73 

-0,27 

1,40 

3,31 

2. 

140 

140,00 

0,00 

1,44 

3,40 

3. 

200 

200,00 

0,00 

1,37 

3,23 

4. 

250 

249,78 

-0,22 

1,52 

3,59 

5. 

300 

299,99 

-0,01 

1,36 

3,21 

6. 

400 

399,84 

-0,16 

1,37 

3,22 

11.10.  tablazat.  Sulyozott  regularizacio  modszerevel  kapott  megoldas  30  iteracios  lepes  utan, 

QR-felbontas  alkalmazasaval 
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dekonvolucio  SClLYOZOTT  REGULARIZACI6VAL,  beta  =  0,001 


csatoma 

a) 


dekonvolucio  SClLYOZOTT  REGULARIZACl6VAL,  beta  =  0,00001 


csatoma 


dekonvolucio  SO LYOZOTT  REGULARIZACl6VAL,  beta  =  0,0001 


dekonvolucio  S0LYOZOTT  REGULARIZACl6VAL,  beta  =  0,0000001 


csatoma 


c)  d) 

11.22.  abra.  A  regularizacios  parameter  hatasa  a  megoldasra.  Az  a),  b),  c)  es  d)  abrakon 
az  a  erteke  rendre  10-3;  10  4;  10  s  es  1 0  7. 


A  II.4.1.  pontban  szemleltettiik  a  p  parameter  hatasat  a  megoldasra.  A  temakor  lezarasakeppen 
most  az  a  regularizacios  parameter  valtoztatasanak  hatasat  fogom  erzekeltetni  a  11.22.  abran  egy 
mindossze  10  lepeses  iteracioban,  ahol  az  a),  b),  c)  es  d)  abrakon  az  a  erteke  rendre  10  3;  10  4; 
10^5  es  10  7. 

Ahogyan  azt  intuitive  elvarjuk,  a  megoldasok  annal  jobban  kozelftik  az  egzakt  Dirac- 
deltakat,  minel  kisebb  a  regularizacios  parameter  erteke.  Azert  csak  most  mutatunk  ra  erre  a 
tenyre,  mert  az  eddigiekben  targyalt  algoritmusok  sokkal  erzekenyebbek  voltak  az  a 
megvalasztasara,  sokkal  koriiltekintobben  kellett  eljarni,  precfzebb  hangolast  igenyelt  a 
konvergencia,  ellenkezo  esetben  erosen  oszcillalo  megoldasok  adodtak.  Ebben  az  esetben 
azonban  igen  tag  ertekhatarok  kozott  bekovetkezik  a  konvergencia.  A  tapasztalatok  szerint 

_n 

azonban  itt  sem  lehet  a  erteket  10  -nel  kisebbnek  valasztani,  mert  a  megoldasok  ebben  az 
esetben  is  erosen  oszcillalni  kezdenek,  es  megjelenik  szamos  hamis  csucs. 
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II.5.  DEKONVOLUCIO  A  MAXIMUM-LIKELIHOOD  ELY  ALKALMAZASAVAL 


A  maximum-likelihood  becsles  (a  tovabbiakban  roviden  M-L)  -  amelyet  magyarul  a 
„legnagyobb  valoszmuseg  elvenek”  lehetne  fordftani  a  valoszfnusegelmelet  igen  hatekony 
eszkoze  [55-59]  es  a  statisztikaban  is  alkalmazzak  a  parameterbecslesek  temakoreben  [60-66]. 
Ket  okbol  kifolyolag  targyaljuk  a  kerdest.  Egyreszt  azert  mert  a  szakirodalomban  kozismert, 
gyakran  alkalmazott  modszer,  es  mint  az  a  II. 5. 2.  pontban  majd  kideriil,  sikeriilt  javftani  a 
tulajdonsagain.  Masreszt  pedig  azert,  mert  nem  csak  dekonvoluciora  alkalmazhato,  hanem 
ahogyan  ez  a  III.  fejezetben  kideriil,  tobb  izotop  egyiittes  jelenlete  eseten  az  egyes  izotopok 
fajlagos  aktivitasanak  meghatarozasara  is. 

Tegyiik  fel,  hogy  adott  egy  szabad  parameterekkel  lefrt  modell,  amellyel  felteveseink 
szerint  lefrhato  az  altalunk  vizsgalt  rendszer.  A  parametereket  meres  utjan  hatarozzuk  meg,  de  a 
meresi  adatok  zajjal  terheltek.  Ez  azt  jelenti,  hogy  magukat  a  parametereket  nem  tudjuk 
megmemi  csak  egy-egy  valoszfnusegi  valtozot,  amely  osszefiiggesben  all  a  modell 
parametereivel.  A  meres  szempontjabol  a  modell  parameterei  is  valoszfnusegi  valtozoknak 
tekintendok.  A  kerdes  az,  hogy  a  mert  ertekekbol  hogyan  hatarozzuk  meg  a  modell  parametereit, 
hogy  a  leheto  legpontosabb  becslest  kapjuk.  A  M-L  becsles,  azaz  a  legnagyobb  valoszmuseg 
elvenek  lenyege  a  kovetkezot  jelenti:  maximalizalni  kell  a 

P  (ez  a  meresi  eredmeny  |  a  parameterek  erteke  ennyi  es  ennyi) 

felteteles  valoszfnuseget,  ahol  hangsulyozottan  a  fiiggveny  valtozoi  a  parameterek.  Ha 
feltessziik,  hogy  a  e  9lk  jeloli  az  ismeretlen  parameterek  vektorat  (esetiinkben  az  ismeretlen 
spektrumot  lefro  parametereket),  y  e  OP"  pedig  a  meressel  kapott  adatok  vektora  (a  detektorral 
mert  spektrum),  akkor  a  Bayes-formula  az  alabbi  alakban  frhato: 

/  .  \  P(a)p(y|a) 

pHy)=  p(y)  <2-48> 

Itt  a  P(a)  valoszfnuseget  „a  priori”  valoszfnfisegnek,  a  P(a  |  y)  valoszfnuseget  „a  posteriori 
valoszfnusegnek”,  P(y  |  a)  felteteles  valoszfnuseget  pedig  „likelihood  valoszfnusegnek” 
nevezziik.  Legyen  most  yo  egy  konkret  meresi  adatokat  tartalmazo  vektor.  Ekkor  az 
L(a)  =  P(y  =  yo  |  a)  fiiggvenyt  -  amely  az  a  valtozo,  tehat  a  parameterek  fiiggvenye  -, 

likelihood  fiiggvenynek  nevezziik. 

Kisse  altalanosabban,  jelolje  f(y  |  a)  a  meresi  adatok  y  =  (yi,  y2,  ...  ,  ym)  vektorahoz  tartozo 
valoszmuseg  eloszlas  egyiittes  suriisegfiiggvenyet,  rogzftett  a  e  Sik  parametervektor  eseten: 

f(y  I  a)  =  f(yi,  y2,  •  •  •  ,  ym  I  ai,  a2,  . . .  ,  ak )  (2.49) 
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Abban  az  esetben,  ha  az  egyes  meresi  adatok  egymastol  fiiggetlenek  -  amelyet  a  bevett  gyakorlat 
szerint  gamma- spektrumok  eseteben  felteteleziink  az  egyiittes  surusegfiiggveny  az  egyes 
meresi  adatokhoz  tartozo  egyedi  surusegfiiggvenyek  szorzatakent  frhato  fel: 

f(y  I  a)  =  f(yi,  y2,  •  •  •  ,  ym  I  ai,  a2, . . . ,  ak )  =  (2.50) 

m 

=  fi(yi  I  ai,  a2, ,  ak)- f2(y2 1  ah  a2, ... ,  ak )•...•  fm(ym  |  ai,  a2, ...  ,  ak )  =  f^fi(yi|a) 

i=i 

A  M-L  modszer  lenyege  ezek  utan  ugy  fogalmazhato,  hogy  egy  feltetelezett  modell  es  adott 
meresi  adatok  eseten  a  modellnek  eleget  tevo  surusegfiiggvenyek  kozott  meghatarozando  az  a 
surusegfiiggveny,  amely  a  legnagyobb  valoszmuseggel  illeszkedik  a  meresi  adatokhoz.  A 
likelihood  fiiggvenyt  ezek  utan  az  L(a)  =  f(y  |  a)  modon  ertelmezziik.  A  M-L  modszer 
alkalmazasa  soran  tehat  azan  L(a)  likelihood  fiiggveny  maximumhelyet  keressiik.  Abban  az 
esetben  ha  a  likelihood  fiiggveny  (2.50)  szerint  szorzat  alaku,  egyszerubb  az 
a  i— >  lnL(a)  un.  log-likelihood  fiiggveny  maximumhelyet  meghatarozni.  Ismerve  a 
logaritmusfiiggveny  analitikus  tulajdonsagait,  vilagos,  hogy  ez  a  modosftas  nem  valtoztatja  meg 
a  szelsoertek  helyeket.  A  log-likelihood  fiiggveny  alakja: 


m 


m 


lnL(a)  =  In  fj  (y  i  |a)  =  In  fj  (yj  |a! ,  a2 ak ) 

i=t  i=t 


(2.51) 


A  szelsoertek  letezesenek  sziikseges  feltetele,  hogy  az  a  e  Rk  parameter  komponensei 
kielegftsek  az  un.  ..likelihood  egyenleteket”: 


31nL(K1.a2.....ak)=0;(s=1  ^  _  k) 


(2.52) 


Ez  a  maximalis  valoszfnuseg  elv  vazlata.  A  kovetkezo  pontban  ezt  az  elvet  alkalmazzuk  gamma 
spektrumok  vizsgalatara,  de  nem  a  (2.52)  egyenletek  analitikus  megoldasaval,  hanem  iteracios 
kornyezetben  [66]. 


II.5.1.  DEKONV OLUCIO  A  MAXIMUM  LIKELIHOOD  BECSLES  ES  A  VARHATO 
ERTEK  MAXIMALIZALASANAK  ELVE  ALAPJAN 


Jelolje  P(yi,  A)  annak  az  esemenynek  a  valoszfnuseget,  hogy  az  i-edik  csatomaban  a  regisztralt 
fotonszam,  azaz  a  beiitesszam  az  i-edik  csatomaban  y;,  felteve,  hogy  a  modell  szerinti 
beiitesszam  varhato  erteke  X,  (i  =  1,  2,  ...  ,  m).  A  tapasztalatok  szerint,  ha  radioaktiv  bomlasrol 
van  szo,  a  szamlalo  berendezessel  regisztralt  beiitesszam  Poisson-eloszlast  kovet  [55],  melynek 
varhato  erteke  a  fent  bevezetett  jeloles  szerint  eppen  X,.  Ebbol  kovetkezik,  hogy 


P(yi,  A*)  = 


— ^ —  •exp(-Ai) 
(Yi)! 


(2.53) 
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ezert  -  alkalmazva  a  fiiggetlensegre  vonatkozo  megallapodast  -  a  likelihood  fiiggveny  a 
kovetkezo  konkret  alakot  olti: 


m  i 

L(a, ,  a2,....  ak )  =  n  — •  exp(-  >., )  (2.54) 

i=l(yi>! 

Ha  kepezziik  a  fiiggveny  logaritmusat,  megkapjuk  a  log-likelihood  fiiggvenyt: 

m  f  JJi  ^  m 

lnL(a1,a2,...,ak)=£ln  — 1 —  •exp(-ki)  =X(yiln(X1)-Xi)  +  alland6  (2.55) 

i=i  )  i=i 

A  konkret  szamitasok  akkor  vegezhetok  el,  tehat  a  (2.52)  likelihood  egyenletek  akkor  oldhatok 
meg,  ha  a  k;  =  h(a\,  0.2,  ■■■  ,  ak)  varhato  ertekekre  konkret  matematikai  modell  van  a 
birtokunkban. 

A  gyakorlatban  iteracios  modszert  alkalmaznak  a  log-likelihood  fiiggveny  maximumanak 
meghatarozasara.  Az  eljaras  a  varhato  ertek  maximalizalasa  elnevezest  viseli  [60].  Ennek 
lenyege  a  kovetkezo:  az  lnL(a)  fiiggveny  maximumat  lepesenkenti  kdzelftessel  hatarozzuk  meg. 
Bizonyfthato  a  kovetkezo:  ha  a(k)  a  k-adik  lepesben  az  optimalis  megoldast  szolgaltato 
parameterek  vektora,  akkor  a  (k-t-l)-edik  lepesben  a  parameterek  optimalis  ertekeit  a 

^k+1^  =  maxE[lnf (yla)]  formula  szolgaltatja  ahol  f(yla)  a  (2.49)-ben  szereplo  fiiggveny  es  E 

a 


a 


jeldli  a  varhato  erteket.  Ennek  alapjan  az  iteracio  ket  lepesbol  all: 

1.  lepes:  (A  varhato  ertek  szamitasa)  Az  a(k)  k-adik  kozelites  birtokaban  meg  kell 
hataroznunk  az  E[lnP(y,zr|  a)]felteteles  varhato  erteket. 


2.  lepes:  (Maximalizalas)  Maximalizalni  kell  a  varhato  erteket  az  a  parameterek  szerint.  A 
maximumhely  szolgaltatja  a  (k-i-l)-edik  a(k+1)  kozelitest. 

Ha  alkalmazzuk  ezt  az  eljarast  gamma-spektrumokra,  azaz  konkretan  a  Poisson-eloszlasra 
[55],  akko  a  kj  parameterekre  vonatkozo  iteracios  formula  vegiil  a  kovetkezo,  igen  egyszeru 
alakot  olti  [35,61,66]: 


(2.56) 


A  (2.56)  formula  tehat  a  valos  spektrumkomponensek  atlagertekere  vonatkozo  iteracios  formula. 
Mivel  kj  az  Xj  atlaga,  gyakorlatilag  ugyanez  szolgal  az  Xj  tenyleges  fotonszamok  iteracios 
becslesere  is.  A  M-L  becsles  es  a  varhato  ertek  maximalizalas anak  elve  ezek  szerint  a  kovetkezo 
iteracios  formulat  szolgaltatja. 


Y(k+l) 

xj 


(k)y  yjR^ 

j  ^  n  (  \ 

'-‘LVk) 


j=l 


(2.57) 
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Az  iteracio  kezdoertekeiil  az  x(0)  =  y  erteket,  tehat  a  mert  spektrumot  valasztjuk. 


zajos  spektrum  dekonvolucio  Maximum-Likelihood  algoritmussal 


11.23.  abra.  Dekonvolucio  Maximum-Likelihood  elv  alkalmazasaval  1000  lepesben 

A  modszer  elonye  -  a  formula  egyszerusegen  tul  hogy  kozvetleniil  alkalmazhato  az 
Rx  =  y  egyenletrendszerre,  nem  kell  attemiink  a  Gauss-fele  normalegyenletre,  mert  sem  a  matrix 
szimmetriaja  sem  a  pozitfv  definitsege  nem  kriterium,  az  sem  sziikseges,  hogy  R  kvadratikus 
legyen.  Mivel  minden  adat  -  az  Ru  matrixkomponensek  es  az  y  indulo  megoldas  -  nem  negatfv, 
fgy  a  (2.57)  formulara  tekintve  vilagos,  hogy  a  kozelfto  megoldasok  minden  iteracios  lepesben 
nem  negatlvok.  Lassuk,  hogyan  miikodik  a  modszer  a  korabbiakban  mar  szamos  esetben 
megvizsgalt  zajos  spektrum  eseteben!  A  11.23.  abran  lathato  egy  1000  lepeses  iteracio 


eredmenye.  A  szamftasok  idotartama  7,54s,  az  elteres  normaja  pedig: 


Ax 


(k) 


247,39,  ami 


meglehetosen  nagy  ertek,  erre  a  problemara  meg  visszateriink.  A  II.  11.  tablazat  tartalmazza  a 
megoldas  numerikus  adatait.  Ebbol  kiderul,  hogy  a  pozlciokat  nagyon  pontosan  megkapjuk  mar 
1000  lepes  utan  is,  de  a  felbontas  meglehetosen  rossznak  mondhato,  ennel  meg  a  klasszikus 
linearis  algebrai  iteraciok  is  jobb  felbontast  szolgaltattak. 


Sorszam 

Egzakt  pozicio 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,84 

-0,16 

3,98 

9,37 

2. 

140 

139,66 

-0,34 

4,97 

11,73 

3. 

200 

199,94 

-0,06 

5,13 

12,01 

4. 

250 

249,84 

-0,16 

4.16 

14,08 

5. 

300 

299,82 

-0,18 

5,98 

9,81 

6. 

400 

400,09 

0,09 

3.65 

8,61 

11.11.  tablazat.  A  Maximum-Likelihood  elv  alkalmazasaval  kapott  megoldas  1000  lepes  utan 


Szakirodalmi  forrasok  szerint  [35,61,66]  ez  a  legjobb  felbontasu  iteracios  modszer,  de  ezzel 
vitatkoznom  kell.  A  II.3.  pontban  ismertetett  algoritmusok  ebbol  a  szempontbol  sokkal  jobbnak 
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mutatkoztak,  es  ki  kell  emelnem  azt  is,  hogy  az  iteracio  nagyon  lassan  konvergal,  ezt  jelzi  az 


Ax 


(k) 


=  247,39  elteres  merteke  is,  de  erre  vonatkozo  adatokat  tartalmaz  a  11.12.  tablazat. 


Lepesszam 

Idotartam 

Elteresnorma 

j  =  90 

j  =  140 

j  =  200 

II 

in 

o 

II 

o 

o 

j  =  400 

2000 

21,68s 

190,9 

7,99 

9,96 

10,3 

11,71 

8,69 

7,68 

5000 

106,33s 

156,1 

6,12 

8,08 

8,41 

9,35 

7,25 

6,97 

10000 

390,66s 

145,4 

4,95 

6,93 

7,23 

7,99 

6,44 

6,45 

11.12.  tablazat.  A  Maximum-Likelihood  iteracio  altal  adott  megoldas  tulajdonsagai 
kiilonbozo  szamu  iteracios  lepes  eseten 


Ebben  kiilonbozo  szamu  iteracio  eredmenyekent  adodo  megoldasok  esetere  a  szamltasok 


idotartama,  az 


Ax 


(k)_. 


elteresek  es  az  egyes  csucsok  fel-ertek  szelessege  talalhato.  Az  egyes 


megoldasokat  helytakarekossagbol  nem  abrazoltuk,  de  az  adatok  alapjan  vilagos,  hogy  alig 
tapasztalnank  lathato  valtozast  a  11.23.  abra  megoldasahoz  kepest.  A  tablazatbol  vilagosan 
kideriil,  hogy  a  konvergencia  valoban  nagyon  lassu,  bar  az  egyes  csucsok  szorasa  monoton 
modon  csokken,  a  befektetett  idovel  nem  all  aranyban  a  megoldas  tulajdonsagainak  javulasa. 
Meg  10000  lepes  eseten  is  145,4  az  elteres,  ez  pedig  nem  fogadhato  el  jo  megoldasnak.  A 
csucsok  pozlcioit  nem  jeloltiik,  hiszen  azok  mar  1000  lepes  utan  is  megfeleloek  voltak,  de  a 
felbontokepesseg  kivanni  valot  hagy  maga  utan.  Ezert  modositunk  az  algoritmuson,  egeszen 
pontosan  kiegeszitjuk  azt,  annak  erdekeben,  hogy  jobb  felbontasu  megoldast  kapjunk,  relative 
rovid,  de  legalabbis  a  tablazatos  ertekeknel  rovidebb  ido  alatt. 


II.5.2.  A  MAXIMUM-LIKELIHOOD  ALGORITMUS  LELBONTASANAK  JAVITASA 
AZ  AKTIV  HALMAZOK  MODSZERENEK  ALKALMAZASAVAL 

A  II. 5.1.  pontban  reszletesen  vizsgalt  algoritmus  felbontasanak  javltasara  elsokent 
megprobaltam  felhasznalni  azokat  az  eljarasokat  amelyek  a  korabbiakban  mar  bevaltak,  Igy  a 
konjugalt  gradiens  modszert  illetve  a  szingularis  felbontast,  de  ezek  egyike  sem  bizonyult 
hatekonynak. 

Az  aktlv  halmazok  modszerenek  alkalmazasa  pedig  ahhoz  a  feltetelhez  kotott,  hogy  a 
megoldasnak  legyenek  0  komponensei,  hiszen  az  aktlv  halmaz  eppen  ezek  alapjan  van 
ertelmezve,  az  eljarasnak  eppen  ez  a  lenyege.  Ha  ratekintiink  a  legnagyobb  valoszlnliseg 
modszerevel  kapott  barmelyik  megoldasra,  feltlino,  hogy  gyakorlatilag  nines  nulla  komponense, 
minden  koordinata  szigoruan  pozitlv,  azonban  ezek  kozott  szamos  olyan  van,  amelyek 

—2  —9 

nagysagrendje  10  '-10  ,  mivel  beutesszamokrol  van  szo,  ezek  gyakorlatilag  nullak.  Olyan 
extrem  esetekkel  is  talalkozunk,  amikor  a  koordinata  10  10(1  nagysagrendli.  Ha  figyelembe 
vessziik  a  MATLAB  szamltasi  pontossagat,  az  „eps”  =  2,22- 10~16  erteket,  vilagos,  hogy  ez 
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utobbiaknak  semmi  ertelme  nines,  tehat  gyakorlatilag  ezek  is  zerusnak  vehetoek.  Ezeket  tehat 
nullanak  tekinthetjiik,  de  ennel  tovabb  is  lepiink.  Hasznaljuk  fel,  hogy  az  egyes  esatornakban  a 
beiitesszam  Poisson-eloszlassal  frhato  le.  Egy-egy  esatornaban  a  beiitesszam  szorasa  -  amely  a 
beiitesszam  negyzetgyoke  a  meres  bizonytalansaganak  a  merteke.  Az  ebbe  a  nagysagrendbe 
tartozo  beiitesszamok  kiertekelese  alapjan  semmikeppen  sem  mutathatunk  ki  karakteres 
fotocsucsokat,  lgy  ezek  statisztikai  okok  miatt  elhanyagolhatok. 

A  IL5.E  pontbeli  algoritmust  a  mondottak  alapjan  tehat  a  kovetkezo  modon  javitjuk. 
Hasznaljuk  fel,  hogy  a  M-L  elv  8s  ido  eltelte,  azaz  1000  lepes  utan  egy  viszonylag  jo,  a  pozfciok 
szempontjabol  kivalo  tulajdonsagu  megoldast  ad,  amely  az  adott  esetben  mar  elkiilomtette  az 
atfedo  csiicsokat.  Valtoztassuk  0-va  ennek  a  megoldasnak  mindazokat  a  koordinatait,  amelyek 
kisebbek,  mint  az  elozo  bekezdesben  emlitett  szoras,  tehat  az  egy  esatornara  juto  atlagos 
beiitesszam  negyzetgyoke.  Ezutan  ezt  a  modosftott  megoldast  tekintsiik  indulo  megoldasnak  egy 
gyorsabban  konvergalo  modszer  eseteben,  mint  peldaul  az  „Aktfv  halmazok  &  Konjugalt 
gradiensek”  algoritmusa.  Ezt  az  algoritmust,  frtam  le  a  II.3.1.  pontban.  Az  eljaras  tehat  a 
kovetkezo:  „nulladik”  iteraciokent  alkalmazzuk  a  M-L  elvet,  es  az  lgy  eloallo  megoldast  -  az 
emlitett  modosftassal  -  tekintjiik  az  egymasba  agyazott  iteraciok  kezdoertekenek.  Hogy 
erzekeljiik  az  indulo  megoldasok  kozotti  kiilonbseget,  tekintsiink  a  11.24.  abrara,  ahol  egyetlen 
koordinatarendszerben  lathato  a  konjugalt  gradiens  modszer  illetve  a  maximalis  valoszfnuseg 
elve  alapjan  kapott  indulo  megoldas  egy  1000  lepeses  iteracio  utan.  (Idoben  meg  nyeriink  is, 
hiszen  a  konjugalt  gradiens  modszerrel  13,5s  ideig  tart  a  megoldas  eloallftasa,  bar  ez  nyilvan 
nem  lenyeges  momentum.)  Hangsulyozzuk  azonban,  hogy  a  konjugalt  gradiens  modszer  esakis 
szigoruan  pozitfv  definit  matrix  eseteben  konvergal.  lgy  -  bar  a  nulladik  iteracios  ciklusban  az 
Rx  =  y  egyenletre  alkalmazzuk  a  M-L  algoritmust  -  a  tovabbiakban  at  kell  terniink  az 

5jC  >|J 

R  Rx  =  R  y  normalegyenletre. 


11.24.  abra.  A  konjugalt  gradiens  modszerrel  (pontozott  vonal)  illetve  a  Maximum-Likelihood  elvvel 
(folytonos  gorbe)  kapott  indulo  megoldas  1000  lepes  utan. 
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Alkalmazzuk  tehat  az  aktfv  halmazok  es  konjugalt  gradiensek  egymasba  agyazott  algoritmusat 
ugy,  hogy  az  indulo  erteket  a  maximalis  valoszmuseg  elvevel  szamftjuk.  A  kezdo  iteracio  1000 
lepesbol,  az  aktfv  halmazok  kiilso  iteracioja  25  ciklusbol,  a  konjugalt  gradiensek  iteracioja  pedig 
20  lepesbol  all.  A  regularizacios  parameter  erteke  a  =  10  5.  Az  eredmeny  a  11.25.  abran  lathato. 


zajos  spektrum 


csatorna 


Maximum- Likelihood  elv  &.  Aktiv  halmazok 


csatorna 


11.25.  abra.  A  Maximum-Likelihood  elv,  az  Aktiv  halmazok  es  a  Konjugalt  gradiensek 
modszerenek  egyiittes  alkalmazasa  1000  +  25x20  lepesben 


Azt  gondolom  az  eredmeny  igen  szemleletes.  A  szarmtasokhoz  sziikseges  idotartam  27,79s,  es  az 


elteres  normaja 


Ax 


(k) 


10,8,  ami  azt  jelenti,  hogy  nagysagrendileg  valtozatlan  ido  alatt 


egy  nagysagrenddel  javftani  tudtunk  a  megoldas  elteresenek  normajan,  es  amint  az  a  11.13. 
tablazatbol  kideriil,  az  egyes  csucsok  szorasa  illetve  fel-ertek  szelessege  is  szamottevo 
mertekben,  mintegy  harmadara  csokkent. 


Sorszam 

Egzakt  pozicio 

Szamitott  pozicio 

Abszolut  elteres 

Szoras 

Felertek  szelesseg 

1. 

90 

89,96 

-0,04 

1,40 

3,31 

2. 

140 

139,98 

-0,02 

1,38 

3,26 

3. 

200 

200,00 

0 

1,37 

3,23 

4. 

250 

249,99 

-0,01 

1,47 

3,46 

5. 

300 

299,99 

-0,01 

1,36 

3,21 

6. 

400 

400,00 

0 

1,36 

3,21 

11.13.  tablazat.  A  Maximum-Likelihood  elv  es  az  Aktiv  halamzok  valamint  a  Konjugalt  gradiens  modszer 
egyiittes  alkalmazasaval  kapott  megoldas  1000+25x20  lepes  utan 


A  tablazatbol  az  is  kitunik,  hogy  a  szoras  csokkentesevel  egyetemben  a  csucsok  pozlcioit  is 
sikeriilt  pontosltani  egy  nagysagrenddel.  Osszefoglalva  elmondhatjuk  tehat,  az  emlltett  harom 
eljaras  egyiittes  alkalmazasa  igen  hatekony  eljaras  es  jelentos  mertekben  jobb  megoldast 
szolgaltat,  mint  a  maximalis  valoszmuseg  modszer  onmagaban. 
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II.6.  A  MAXIMUM-ENTROPIA  MODSZER 


Az  entropia  fogalma  megjelenik  az  informacioelmeletben,  a  statisztikus  fizikaban  [67,  68], 
es  szamos  alkalmazasra  talal  a  fizika  egyeb  teriiletein,  a  csillagaszatban  es  az 
orvostudomanyban.  Az  entropia  az  informacio  mennyisegenek  meresere  szolgalo  mennyiseg,  es 
szoros  kapcsolatban  all  a  valoszfnuseg  eloszlas  fogalmaval  is.  Definfcio  szerint  I(p)  =  -  k-lnp  egy 
p  valoszmusegu  esemeny  bekovetkezesevel  nyert  informacio  [68,  69].  Legyen  £,  egy  olyan 
diszkret  eloszlasu  valoszmusegi  valtozo,  melynek  eloszlasa:  P  =  [pi,  p2,  ...  ,  pn], 
n 

Pj  >  0,  ^Pj  =  1  •  Mivel  nem  tudjuk  biztosan,  hogy  a  pj  (j  =  1,  2,  . . .  ,  n)  valoszmusegu  esemenyek 
j=l 

kdziil  melyik  esemeny  kovetkezik  be,  ezert  a  2  valoszmusegi  valtozoval  kapcsolatosan  csak  a  - 
k-lnpj  informaciok  atlagerteket,  az  alabbiakban  E-vel  jelolt  varhato  erteket  kaphatjuk 
informaciokent.  Legyen  tehat 


S(P)  =  E[- k-lnpj]  =  ^pj(-k-lnpj)=-kj]pj  lnpj 


(2.58) 


j=l 


j=l 


a  P  valoszfnuseg  eloszlashoz  tartozo  informacio  atlagos  mennyisege.  Ezt  a  mennyiseget  a  P 
valoszfnuseg  eloszlas  entropiajanak  nevezziik. 

A  diszkret  valoszfnuseg  eloszlas  fogalma  magatol  ertetodoen  meriil  fel  a  spektrumokkal 
kapcsolatban,  ugyanis  ha  a  regisztralt  fotonok  szama  osszesen  N  es  szokas  szerint  Xj  jeloli  akkor 
a  spektrumban  a  j-edik  energiatartomanyba  eso  fotonok  szamat,  akkor  a 

Pj  =  “ir ;  (j  =  !>  2,  ...  ,  n)  (2.59) 


nem  negatfv  ertekek  diszkret  valoszfnuseg  eloszlast  alkotnak. 

A  gyakorlatnak  megfeleloen  tegyiik  fel,  hogy  adott  egy  P  =  [pi,  p2,  ...  ,  pn]  valoszfnuseg 
eloszlas.  Az  egyes  esemenyek  bekovetkezesevel  kapcsolatban  azonban  modellfelteveseink 
vannak,  amely  szerint  az  eloszlas  a  tenyleges  P  helyett  Q  =  { qi,  q2,  ...  ,  qn}.  Mielott 


n 

megfigyeleseinket  elvegezziik,  egzaktul  a  P  valoszfnuseg  eloszlas  S(P)  =  -  ^Pj  •  lnpj  entropiaja 

j=l 

meri  a  bizonytalansagunkat,  informacioink  hianyat.  Ezzel  szemben  felteveseinkbol  ugyanerre  a 


n 

bizonytalansagra  az  S(P,Q)  = -^pj  ■  lnqj  ertek,  az  un.  kereszt  entropia  adodik.  A  ketto 

j=l 

kiilonbsegere  a 


D(p|Q)  =  S(P,Q)-S(P)=ipjlnpj-ipJlnqJ  =  ipJln1^  (2.60) 

j  i  j=i  ,i  i  9  j 
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kifejezest  kapjuk.  A  d(p|q)  mennyisege  a  P  valoszfnfisegeloszlas  Q  eloszlasra  vonatkozo 

relatfv  entropiaja. 

A  Maximum  Entropia  Modszer  (a  tovabbiakban  roviden  MEM)  egy  olyan  eljaras, 
amellyel  a  rendelkezesre  alio  informaciok  birtokaban  egyertelmuen  meghatarozhato  az  a 
valoszfnuseg  eloszlas,  amely  egy  adott  problema  lefrasahoz  a  legjobban  megfelelo,  leginkabb 
esszeru.  Tegyiik  fel,  hogy  rendelkeziink  a  problema  lefrasat  elosegfto  informacioval  is.  Azt 
allftjuk,  hogy  ha  olyan  eloszlast  valasztunk,  amelyhez  a  rendelkezesre  alio  inform aciokkal 
osszhangban  maximalis  entropia  tartozik,  akkor  ez  a  legnagyobb  bizonytalansagot  jelento  es 
egyben  a  leginkabb  racionalis  valoszfnuseg  eloszlas.  Tegyiik  fel  ugyanis,  hogy  egy  ettol  eltero 
olyan  eloszlast  valasztunk,  amelynek  entropiaja  kisebb,  tehat  kisebb  a  bizonytalansagunk, 
kevesebb  informaciot  varunk  a  megoldastol.  Ez  azt  jelenti,  hogy  olyan  informaciot  is 
felteteleztiink,  amellyel  nem  rendelkeziink.  Ha  pedig  olyan  eloszlast  valasztunk,  amelyhez  az 
adott  feltetelekhez  tartozo  maximumnal  nagyobb  entropia  tartozik,  tehat  nagyobb  a 
bizonytalansagunk,  akkor  az  azt  jelenti,  hogy  nem  vesziink  figyelembe,  elhanyagolunk  olyan 
informaciokat,  amelyekkel  viszont  rendelkeziink.  A  maximalis  entropiaju  eloszlas  tehat  a 
legesszerubb  megoldas. 


II.6.1.  DEKONV OLUCIO  MAXIMUM  ENTROPIA  MODSZERREL 

Kiindulhatnank  a  (2.58)  entropiabol.  Kiszamftva  a  (2.59)  eloszlas  entropiajat, 
maximalizalas  utan  kapnank  egy  iteracios  formulat,  de  sokkal  hatekonyabbnak  bizonyul  a  relatfv 
entropia  fogalmara,  tehat  a  (2.60)  formulara  epiilo  gondolatmenet  alapjan  adodo  iteracio  [69-74]. 

Legyen  a  valos  x  e  91"  spektrum  a  P  eloszlas  megfeleloje.  A  felteveseink  szerinti  spektrum 
pedig  legyen  az  X  =  <Ai,  X2,  ...  ,  An)  e  91"  vektorral  adva.  Ez  utobbi  feleljen  meg  a  Q  eloszlasnak. 


,  ,  \  n  x, 

Ekkor  az  x  valos  spektrum  X  modellspektrumra  vonatkozo  relatfv  entropiaja  D(x  A, )=  X  x  j  ln  —  • 

X: 


j=l 


Konnyen  igazolhato,  hogy  d(x|A)>  0,  es  pontosan  akkor  zerus,  ha  x  =  X.  A  feladat  most  abban 
all,  hogy  d(x|A)  erteket  minimalizalni  kell.  Ha  osszhangot  szeretnenk  teremteni  a  maximum- 
entropia  elvvel,  akkor  d(x|A)  minimalizalasa  helyett  maximalizaljuk  D  ellentettjet.  Ismet  a 


,  ,  11  A  : 

szokasos  S  jelolest  alkalmazva,  a  feladat  az  S(x,  A)  = -Jjx,  In— relatfv  entropia  maximumanak 

j=i 

meghatarozasa.  A  konkret  fizikai  feltevesek  miatt  ezt  a  formulat  azonban  egy  kisse  modosftani 
kell.  A  gamma  bomlas  fizikai  tulajdonsagaira  tamaszkodva  tudjuk,  hogy  a  j-edik 
energiatartomanyba  tartozo  fotonok  szama  Poisson-eloszlast  kovet,  melynek  atlagerteke  Aj  [55]. 
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Modellfeltevesiink  tehat  az,  hogy  az  atlagos  beiitesszam  Xj  (j  =  1,  2,  ...  ,  n).  es  koztudott,  hogy  Xj 
a  Poisson-eloszlas  varhato  erteke.  Ebben  az  esetben  annak  valoszfnusege,  hogy  a  j-edik  energia 
intervallumban  a  beiitesszam  eppen  Xj,  az  alabbi  formulaval  frhato  le: 

XXj 

P(xj)  =  -^-exp(-Xj) ;  j  =  1,  2,  ,  n  (2.61) 

xj! 

A  tapasztalatok  szerint  felteheto,  hogy  az  egyes  energiatartomanyokban  a  beiitesszamok 
egymastol  fiiggetlenek.  Ebben  az  esetben  annak  valoszfnusege,  hogy  a  spektrum  eppen 
x  =  (xi,  x2,  ...  ,  xn),  a  (2.61)  valoszfnusegek  szorzata  lesz: 

n  n  A,Xj 

p  =  np(xj)=n^7exP(-^)  (2-62) 

j=l  j=l  XJ 

Keressiik  azt  a  spektrumot,  amelyre  ez  a  valoszfnuseg  maximalis.  A  szamftasok  egyszeriisftese 
erdekeben  vegyiik  (2.62)  logaritmusat,  majd  alkalmazzuk  a  Stirling-formulat  [75-77].  Ekkor  a 
kovetkezot  kapjuk: 

n  XXj  n  n  f  X  ^ 

lnP  =  lnn— ? -exp(-?ij)  =  X(xjlnXJ-?ij-lnxj!)=X  (xj -Xj)- Xj  In-1  (2.63) 

j=1  xj  i=i  j=A  Aj 

Tehat  a  spektrum  lefrasanal  termeszetes  modon  adodik  az  entropia  altalanosabb  formaja 
[67,69,70], 

A  MEM  alkalmazasa  soran,  ha  csak  a  nyilvanvalo  xi  +  x2  +  ...  +  xn  =  N  feltetelt  frjuk  elo, 
akkor  az  egyenletes  eloszlas  eseten  veszi  fel  az  entropia  a  maximumat.  Ez  nyilvan  nem  egy  valos 
gamma-spektrum.  A  meresi  adatok  viszont  termeszetes  megszorfto  felteteleket  jelentenek  a 
keresendo  spektrumra  vonatkozolag,  fgy  egy  olyan  felteteles  szelsoertek  problema  megoldasa  a 
feladat  ahol  van  meg  egy  kiegeszfto  feltetel,  ez  pedig  a  jol  ismert  %  statisztika  varhato  erteke.  Ha 
feltetelezziik,  hogy  o,  az  i-edik  csatornaban  a  meresi  hiba  szorasa  -  amit  a  Poisson  eloszlas 

n 

szerint  eppen  a  beiitesszam,  azaz  y,  negyzetgyoke  -,  akkor  a  Oi-IVi  : 

i=i 

(i  =  1,2,  ...  ,  m)  jeloles  alkalmazasaval  az  m-szabadsagfoku  y~  eloszlas  a 

x2  =  t{dilir  (2'64) 

i=i  °r 

formulaval  adhato  meg.  Ennek  az  eloszlasnak  a  varhato  erteke  kozismerten  m,  ami  ebben  az 
esetben  eppen  a  detektor  csatornainak  szama.  Ez  az  informacio  a  gamma  spektrum 
meghatarozasahoz  egy  jarulekos  feltetel.  A  felteteles  szelsoertek  megallapftasahoz  sziikseges 
Lagrange-fiiggveny  alakja,  akovetkezo: 
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(2.65) 


L(x1,...,xn,a0,a)  =  £ 
j=i 


(xj -^j)-xjln^ 

v 


+  a. 


N-Zxj 

.  H  ) 


^  a f 

+  — 

2 


m-Z 


(d,  -  Yi ) 


2  5 


V 


i=l 


'i  ) 


A  szelsoertek  problema  megoldasa  a  kovetkezo  iteracios  formulat  szolgaltatja: 


x(k+1)  =  C-x^-exp 


«ZRii 


(*-<*>)■ 


i=l 


a 


(2.66) 


i  j 


ahol  a  C  konstans  az  ao  fiiggvenye.  A  spektrum  nulladik  kozelftesenek,  tehat  az  iteracio 


kezdoertekenek  tekintjiik  az  x 


(0) 


N  N  N 


•>  ?••  •? 


y  n  n 


n  ) 


egyenletes  eloszlast,  es  k  >  0  eseten 


alkalmazzuk  a  (2.66)  formulat  az  crtclcmszcrud|k  l  =  Z  ^ x  jk  *  defimcio  mellett.  A  C  konstans  az 

j=i 

ao  allando  fiiggvenye,  ami  pedig  az  a  konstanstol  fiigg.  Feladatunk  kizarolag  az  a  parameter 
meghatarozasa. 

Az  elso  modszer  alkalmazasa  soran  a  a  erteket  probalgatassal  hatarozzuk  meg.  Ennek 
lenyege,  hogy  elsokent  annyira  kicsire  valasztjuk  a-t,  hogy  az  iteracio  konvergaljon.  Ezek  utan  a 
erteket  noveljiik  addig  -  minden  egyes  esetben  lefuttatva  az  iteraciot  armg  a  y~  erteke  el  nem 
eri  a  varhato  erteket,  m-et.  Az  ilyen  modon  kapott  megoldast  fogadjuk  el  idealis  spektrumnak. 

Ettol  elegansabb  modszer  a  megvalasztasara  a  kereszt  ervenyesitesi  eljaras.  Ez  egy 
optimalizalasi  eljaras,  melynek  soran  a  erteket  szisztematikusan  es  egyertelmuen  hatarozhatjuk 
meg  az  alabbi  modon.  A  modszer  lenyege  abban  all,  hogy  az  yi  (i  rogzftett)  adatot  megbecsiiljuk 
a  tobbi,  yi,...,  yi  i,  y;+i  ...  ,  ym  meresi  adat  birtokaban.  Ezen  m  -  1  db  adat  felhasznalasaval 
eloallftjuk  az  Xi(i),  ...  ,  xn(i),  megoldasvektort,  ahol  az  (i)  index  arra  utal,  hogy  az  y,  ertek 
becsleserol  van  szo.  Az  xj,],  megoldasok  ismereteben  az  yi(i)(a)  becsiilt  ertek  az 

n 

yi(i)  (a)  =  Z  Rijx j(i)  fonnulaval  adodik.  Az  a  parameter  ertekeiil  azt  a  valos  szamot  valasztjuk 
j=i 


melynek  alkalmazasaval  a  lcgjobb  becslest  kapjuk  az  yi  meresi  adatokra  vonatkozolag. 
Konkretabban  azt  az  a  erteket  alkalmazzuk  az  iteracioban,  amelyre  a  becsiilt  ertekek  es  a  meresi 
eredmenyek  kdzotti  negyzetes  elteres  atlaga  minimalis.  Definialjuk  ebbol  a  celbol  a 


III 

C(cc)=Z 


(yi(i)(a)-yi)2 


(2.67) 


i=l 


fiiggvenyt.  Az  a  optimalis  erteket  a  C(a)  minimumhelye  szolgaltatja.  A  11.26.  a)  es  b)  abrakon 
lathato  a  C(a)  fiiggveny  nehany  a  esetere  kiszamftva.  A  szamftasokat  eloszor  alacsony 
lepesszammal,  az  a-ra  vonatkozolag  nagyobb  leptekben,  10  4  ertektol  102-ig  valtoztattam,  az 
eredmeny  lathato  az  a)  abran,  majd  ezt  tovabb  finomitottam,  nagyobb  iteracios  lepesszammal 
kisebb  lepeskozzel,  ezt  abrazolja  a  b)  abra  grafikonja.  Mindket  koordinata  rendszerben  mindket 

tengelyen  logaritmusos  skalazast  valasztottam,  fgy  az  eredmeny  sokkal  szemleletesebb.  A 
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vizsgalt  esetben  az  a  =  0,1  parameter  valasztasa  tiinik  a  legcelszeriibbnek,  de  vilagos,  hogy  ezt  a 
vizsgalatot  minden  konkret  R  es  y  eseten  el  kell  vegezni. 


Kereszt6rv6nveslt6s 


Keresztervenyesitfes 


regularizaci6s  parameter 


a) 

11.26.  abra.  Az  a  parameter  idealis  ertekenek  meghatarozasa  keresztervenyesitessel 


Sot  meg  kell  jegyezniink,  hogy  a  tapasztalat  szerint,  %2  erteke  erosen  fiigg  a  lepesszamtol,  fgy 
celszerii  az  elozoekben  kapott  minimumhely  kornyeken  lefuttatni  az  algoritmust.  Ezek  alapjan  az 
a  parameter  ertekeiil  es  vegiil  a  0,8  konstanst  valasztottuk.  Ennek  alkalmazasaval  vegeztiik  el  a 
dekonvoluciot  a  MEM  alkalmazasaval.  Az  5000  lepeses  iteracio  eredmenye  a  11.27.  abran 
lathato.  Annak  erdekeben,  hogy  erzekeljiik  a  konvergencia  tulajdonsagait,  a  11.14.  tablazatban 
osszefoglaltuk  1000,  2000  es  5000  lepeses  iteracio  eredmenyekeppen  adodo  megoldasok 
tulajdonsagait.  A  tablazatbol  kitunik,  hogy  a  pozfciok  egy  kivetellel  mar  1000  lepes  utan 
pontosan  adodnak,  de  2000  lepes  utan  mar  minden  csucs  helye  (a  kerekites  szabalyai  szerint) 
egzaktul  adodik.  A  felbontokepesseg  azonban  nem  idealis,  a  korabbiakhoz  kepest  tul  nagy,  es  ez 
az  ertek  az  iteraciok  szamanak  novelesevel  nem  csokken  kello  intenzitassal. 


zajos  spektrum 


O  50  90  140  200  250  300  400  500 

csatorna 


Dekonvolu ci o  maximum  entropia  modszerrel 


11.27.  abra.  Dekonvolucio  MEM  alkalmazasaval  5000  lepesben. 

(A  helyzet  nagyon  hasonlit  ahhoz,  amit  a  M-L-elv  alkalmazasanal  tapasztaltunk.)  Azonban 
vilagosan  latszik,  hogy  az  iteraciok  soran  a  csucsok  pozfcioja  egyre  pontosabb,  a  felertek 


szelesseg  is  monoton  csokken,  ezzel  parhuzamosan  csokken  az 


Ax 


(k)_. 


elteres-norma  es  a  %" 
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statisztika  erteke.  A  konvergencia  tehat  stabil,  csak  lassu.  A  megoldasok  adatainak 
tanulmanyozasa  soran  figyelembe  kell  venniink,  hogy  -  tekintettel  arra,  hogy 
modellszamftasainkat  512  csatornas  analizatorra  vonatkoztatjuk  -  %  erteke  a  pontos  megoldasra 
vonatkozolag  512. 


idotartam 

Norma 

x2 

II 

o 

x=  140 

x  =  200 

x  =  250 

x  =  300 

x  =  400 

1000 

1,15s 

284,2 

653,1 

poz. 

89,13 

139,55 

199,95 

249,97 

299,86 

400,03 

lepes 

w 

11,42 

12,65 

12,91 

15,04 

10,18 

8,92 

2000 

13,1s 

218,2 

601,7 

poz. 

89,56 

139,68 

200,05 

249,95 

299,63 

400,01 

lepes 

w 

10,12 

10,83 

10,95 

12,40 

8,99 

7,61 

5000 

79,8s 

175,1 

574,3 

poz. 

89,89 

139,73 

200,05 

249,95 

299,73 

399,91 

lepes 

w. 

8,61 

8,85 

8,88 

9,87 

7,46 

6,14 

11.14.  tablazat.  A  maximum  entropia  modszerrel  kapott  megoldasok  adatai  1000, 2000  es  5000  lepes  utan 

(w  a  felertek  szelesseget  jeloli) 


II.6.2.  A  „MEM”  KONVERGENCIAJANAK  GYORSITASA  RITKAMATRIXOKKAL 

A  II.2.2.  pontban  mar  foglalkoztunk  a  ritkamatrixok  egy  alkalmazasi  lehetosegevel. 
Emlekeztetiink  ra,  ez  annyit  jelent,  hogy  a  gep  a  matrixnak  kizarolag  a  nem  nulla  komponenseit 
tarolja  es  csak  ezekkel  szamol,  fgy  idot  es  tarhelyet  sporolunk.  Ott  az  algoritmus  megkovetelte  az 
atterest  az  R  R  matrixra,  most  azonban  nem  a  Gauss-fele  normalegyenletet  oldjuk  meg,  az  R 
valasz  matrix  a  rendszer  egyiitthatoja. 

Az  R  valaszfijggveny  nemzerus  elemeinek  "terkepe" 


0  50  100  150  200  250  300  350  400  450  500 

nz  =  75952 

11.28.  abra.  Az  R  valasz  matrix  nem  nulla  elemei.  Ritkamatrixkent  csak  a 
sotet  savbeli  elemek  vannak  nyilvantartva 

Ennek  mindossze  28,9  %-a,  75952  komponens  kiilonbozik  zerustol,  fgy  van  ra  remeny,  hogy  ha 
az  algoritmusban  az  R  valasz  matrixot  ritka  matrix  formatumban  alkalmazzuk,  illetve  taroljuk, 
akkor  -  ellentetben  a  CG  algoritmusnal  tapasztaltakkal  -  szamottevoen  befolyasolja  az 
algoritmus  hatekonysagat.  A  11.28.  abra  mutatja  az  R  matrix  nem  nulla  komponenseinek  az 
elhelyezkedeset. 

A  tapasztalat  azt  mutatja,  hogy  az  idofaktorban  mutatkozik  egy  VAes  szorzofaktor,  vagyis 
ritkamatrix  alkalmazasa  eseten  az  algoritmus  futasi  ideje  a  felere  csokken.  Mas  adatok  nyilvan 
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nem  valtoznak,  hiszen  csak  a  matrix  tarolasaban  van  kiilonbseg,  a  szamrtasok  pontosan 
megegyeznek.  Elve  ezzel  a  idobeli  nyereseggel,  lefuttattuk  a  MEM  algoritmust  10000  lepesben 
is.  A  11.15.  tablazat  tartalmazza  ennek  az  iteracionak  az  adatait. 


idotartam 

Norma 

x2 

x  =  90 

O 

II 

x  =  200 

x  =  250 

x  =  300 

x  =  400 

10000 

326,5s 

162,3 

566,1 

poz. 

90,03 

139,75 

200,17 

249,94 

299,51 

399,77 

lepes 

w 

7,52 

7,64 

7,62 

8,41 

6,61 

5,19 

11.15.  tablazat.  A  maximum  entropia  modszerrel  kapott  megoldas  ritkamatrix 
es  10000  iteracios  lepes  alkalmazasaval 


Ezzel  a  valtoztatassal  sikeriilt  a  szorasokat  -  az  5000  lepesben  kapott  megoldashoz  viszonyrtva  - 
mintegy  30%-kal  csokkenteni,  es  kozben  megsporoltunk  kb.  5perc  szamrtasi  idot. 

II.7.  OSSZEGZETT  KOVETKEZTETESEK 

A  II.  pontban  szamos  algoritmust  lefrtam,  amelyek  kozott  szerepelnek  a  szakirodalomban 
gyakran  alkalmazott  es  elismert  modszerek  (MEM,  ML,  Gold-algoritmus),  eredmenyesen 
modosrtottam  klasszikus  iteracios  modszereket  is  (GS,  relaxacio),  modosrtottam  a  temakorben 
nelkiilozhetetlen  regularizacios  technikat  (Sulyozott  regularizacio),  vizsgaltam  a  kituzott 
feladatot  szelsoertek  problemakent  (KG,  Aktfv  halmazok)  es  ugyancsak  eredmenyesen 
alkalmaztam  a  linearis  algebra  elmeleti  es  numerikus  szempontbol  igen  fontos  apparatusait 
(SVD,  LU,  Cholesky-felbontas,  Gram-Schmidt  ortogonalizacio).  Megvizsgaltam  minden  esetben 
az  algoritmusok  konvergenciajanak  sebesseget,  a  megoldas  felbontasat  es  minden  algoritmust 
implementaltam  is.  Osszehasonlrtottam  ezeket  az  algoritmusokat  es  bebizonyrtottam,  hogy  az 
altalam  lerrt  algoritmusok  kozott  egyreszt  van  olyan,  amely  a  problema  megoldasara 
eredmenyesen  alkalmazhato,  bar  a  szakirodalom  nem  tesz  rola  emlrtest,  ez  a  Gauss-Seidel 
iteracio  regularizalt-relaxalt  valtozata,  eredmenyesen  alkalmazhato.  Masreszt  lerrtam  tobb  olyan 
modszert  amely  sokkal  hatekonyabban  mukodik  mint  a  temakorben  szokasosan  alkalmazott 
modszerek.  Ezek  a  kovetkezok:  A  Konjugalt  gradiens  modszer  illetve  a  szingularis  felbontas,  az 
Aktrv  halmazok  modszerevel  otvozve;  a  Sulyozott  regularizacio  akar  a  Cholesky-felbontas  sal 
akar  a  Gram-Schmidt  ortogonalizacioval  tarsftva.  Bemutattam,  hogy  ezek  a  modszerek 
gyorsabban  konvergalnak,  kevesebb  lepesszamu  iteraciok  kereteben,  tehat  gyorsabban 
szolgaltatnak  eredmenyt  es  nagyobb  felbontasu  megoldasokat  szolgaltatnak.  Vegiil,  sikeriilt 
nemileg  javltanom  a  szakirodalomban  elismert  modszereken  egyreszt  ugy,  hogy  a  matrixok 
numerikus  reprezentaciojat  maskeppen  valosftottam  meg  (MEM),  masreszt  ugy  hogy  az  adott 
algoritmust  parosrtottam  egy  hatekonynak  bizonyult  algoritmussal  (ML  +  Aktrv  halmazok).  A 
temakorrel  kapcsolatosan  a  [36,39,46,66,69]  cikkeket  publikaltam. 
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III.FEJEZET:  AKTIVITAS  MEGHATAROZASA  MULTIPLETT 
FOTOCSUCSOK  ESETEN,  A  DEKONVOLUCIO  MODSZEREINEK 

ALKALMAZASA 

A  II.  fejezetben  dekonvolucios  modszerekrol  volt  szo.  A  vizsgalt  modszerek  mindegyik  azt 
celozta,  hogy  a  spektrum  tanulmanyozasaval  lokalizalhatoak  legyenek  a  fotocsucsok,  ezaltal 
azonosftani  lehet  a  sugarzo  izotopot.  Miutan  tudjuk  milyen  izotop  sugaroz,  a  kovetkezo  kerdes  a 
sugarzas  aktivitasanak  meghatarozasa.  Ehhez  elsosorban  azt  kell  meghatarozni,  mekkora  a 
fotocsucsok  alatti  tartomany  teriilete,  maskeppen  fogalmazva  a  teljes  energia  csucshoz  tartozo 
beiitesszam.  Termeszetesen  a  teljes  beiitesszam  ismerete  is  egyenerteku  ezzel  a  kerdessel,  ezek 
kapcsolatahoz  azonban  ismerni  kell  a  detektorra  jellemzo,  energiafiiggo,  „csucs  per  osszes” 
aranyt  megado  fiiggvenyt.  Ennek  lefrasaval  es  kalibraciojaval  az  V.  fejezetben  reszletesen 
foglalkozom.  Ezt  minden  detektorra  kfserletileg  kell  meghatarozni  nehany  etalonkent  hasznalt 
izotop  alkalmazasaval.  A  csucsteriilet  es  az  aktivitas  kozott  a  kapcsolatot  egy  tovabbi  adat,  a 
detektor  holtideje  is  meghatarozza,  amit  a  spektrum  felvetele  soran  a  detektor  kozol.  A  ket 
emlltett  parametert  a  negy  alapmuvelettel  egyszeriien  figyelembe  lehet  venni  abban  az  esetben, 
amikor  egyetlen  izotop  sugaroz,  mert  ebben  az  esetben  egyszeriien  ossze  kell  adni  az  egyes 
csatomakban  a  beiitesszamokat.  Meg  egyszeriibb  az  eset  ha  az  izotopnak  csak  egy  monoenergias 
vonala  van,  mert  ekkor  csak  egy  fotocsucs  van  a  spektrumban.  Igy  ezzel  a  kerdessel  nem 
foglalkozom. 

Sokkal  erdekesebb  a  helyzet,  ha  a  spektrumban  tobb  egymashoz  kozel  eso,  egymast 
reszben  vagy  egeszben  atfedo  fotocsucs  van,  illetve  akkor  ha  a  spektrum  annyira  osszetett,  hogy 
a  teljesenergia  csiicsok,  Compton-tartomanyok,  stb.  egymast  reszben-teljesen  atfedik.  A 
kovetkezo  ket  pontban  ezekben  az  esetekben  javasolok  egy-egy  lehetseges  modszert  az  aktivitas 
becslesere.  A  szakirodalomban  talalhato  analitikus  eljaras  a  multiplettek  szetvalasztasara  [78],  de 
ezek  a  modszerek  nem  kiilonosebben  hatekonyak. 

III.l.  CSUCSTERULETEK  MEGHATAROZASA  MULTIPLETT  FOTOCSUCSOK 
ESETEN 

Ebben  a  pontban  azt  az  esetet  targyalom,  amikor  a  spektrum  szerkezete  olyan,  hogy  ketto 
vagy  ennel  tobb  fotocsucs  koncentralodik  egy  sziik  tartomanyra,  ugy  hogy  a  Compton 
tartomanyok  eliminalhatok,  kivalaszthato  a  spektrumbol  egy  olyan  intervallum,  amely  csak  tejes 
energia  csucsokat  tartalmaz  de  ugy,  hogy  a  csucsok  kolcsonosen  fedik  egymast  reszben  vagy 
egeszben. 

Azt  tudjuk,  hogy  Gauss  gorbeket  (1.9)  kell  illeszteniink  a  spektrum  adott  tartomanyara. 

Ezekben  ismeretlen  a  kozepertek  (m),  a  szoras  (a)  es  a  beiitesszam  (N).  A  kozepertekeket  egy 
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alkalmasan  valasztott  dckonvolucios  modszerrel  meghatarozzuk,  hiszen  azok  eppen  erre 
hivatottak.  A  szoras  a  detektor  adata.  A  szorassal  kapcsolatban  tudni  kell,  hogy  kismertekben 
fiigg  a  csatomaszamtol,  kalibracios  izotopokkal  kell  meghatarozni  a  szoras-csatorna  fiiggvenyt. 
Ez  mindenkeppen  a  birtokunkban  van,  hiszen  ezen  informacio  nelkiil  nines  valasz  matrix  sem. 
Ezt  a  kerdest  reszletesen  vizsgalom  majd  a  IV.  fejezetben. 

Tegyiik  fel,  hogy  -  a  dekonvolucio  eredmenyekeppen  -  tudjuk,  hogy  a  spektrum  adott 
tartomanyaban  P  db  gamma  vonal  van  reszben-egeszben  atfedve.  Voltakeppen  ilyen  az  1.5. b) 


abran  lathato  zajos  spektrum,  amit  a  II.  fejezetben  vegig  tanulmanyoztunk.  Erre  a  spektrumra 
kell  P  db  Gauss-gorbet  illeszteniink.  Azaz  ha  fp(x)  (p  =  1,  2,  ...,  P)  jeloli  az  egyes  Gauss- 
fiiggvenyeket  es  szokasosan  y  jeloli  a  mert  spektrumot  xj  pedig  a  j-edik  esatoma  tartalmat 
(j  =  1,  2,  . . .  ,  m)  akkor  a  feladat  olyan  Np  konstansok  meghatarozasa,  hogy  az 


/  X  p  P  JNn 

y(xj)-Zfp(xj)  =  Z7^- 

p=i  p=iV2^:o 


•exp  - 


(Xj-mp)2 


egyenloseg  a  leheto  legkisebb  hibaval  teljesiiljon,  azaz  megoldando  az 


y(Xj)-z^=-exp  - 

p=iV27ta 


(xj-nip)2 


minimum 


optimalizalasi  feladat.  Ismet  hangsulyozzuk,  hogy  a  op  es  mp  konstansok  krserletileg  illetve 
dekonvolucios  modszerrel  meghatarozhatok.  Egyszerubb  jelolessel  tehat  az  y(x)  mert 

p 

spektrumnak  es  a  ZNpfp(Xj)osszegnek  az  eltereset  kell  minimalizalni  Euklideszi  normaban. 

p=i 

Az  egyszerubb  jeloles  erdekeben  vezessiik  be  az  Apj  =  fp(xj)  (p  =  1,  2,  ...  ,  P;  j  =  1,  2,  ...  ,  m) 

jelolest.  Ezzel  kapunk  egy  A  e  9tnxP  matrixot.  Ha  meg  alkalmazzuk  az  N  =  [  Np  ]p  =  i>2 . p  e  9IP 

jelolest  akkor  vilagos,  hogy  vegiil  is  az  || A  *  N  —  y ||  — >  min  ;  minimumfeladatot  kell  megoldanunk. 

A  II.  2.  pontban,  a  dekonvolucio  problemakoreben  mar  talalkoztunk  a  legkisebb  negyzetek 
feladataval,  esak  a  jelolesek  kiilonboztek.  Ott  is  ramutattunk,  hogy  a  legkisebb  negyzetek 
feladatanak  megoldasa  egyenertekii  a  Gauss-fele  normalegyenlet  megoldasaval.  Ebben  az 
esetben  a  Gauss-fele  normalegyenlet  alakja  a  kovetkezo:  A*AN  =  A*y.  Tekintettel  arra,  hogy 
A  e  9tnxP  miatt  A*Ae  9IPxP,  ahol  P  a  fotocsucsok  szama.  P  nem  lehet  nagyon  nagy  szam, 
legfeljebb  egyjegyu,  hiszen  kiilonben  a  szcintillacios  detektor  nem  alkalmas  a  spektrum 
felvetelere  es  kiertekelesere.  Ennek  fenyeben  a  normalegyenlet  megoldasara  tobb  lehetoseg  is 
krnalkozik: 

1.  Ha  A*A  regularis,  akkor  kozonseges  invertalassal:  N  =  (A*A)~1A*y; 

2.  Ha  A*A  rosszul  kondicionalt,  akkor  szingularis  felbontassal:  N  =  (A*A)+A*y; 
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3.  Ha  egyik  sem  hatekony,  akkor  iteracioval:  N(k+1)  =  N(k)  +  (A*A)+(A*y  -  A*AN(k>); 

4.  Konjugalt  gradiens  modszerrel. 

Kiilonosen  hangsulyozzuk  a  4.  modszert,  hiszen  mint  az  a  II.2.  pontban  kideriilt,  a  konjugalt 
gradiens  modszer  kifejezetten  ennek  a  szelsoertek  feladatnak  a  megoldasara  lett  kifejlesztve,  ott 
lattuk,  hogy  igen  nagy  pontossaggal  szolgaltatta  a  szelsoerteket  jelento  megoldast,  sziikseg 
eseten  igen  hatekony  eszkoz  tehat  ennek  a  kerdesnek  a  megoldasara  is. 

Mind  a  negy  jelzett  modszer  esetere  megtalalhato  az  algoritmus  implementacioja 
elektronikusan.  A  III.  1 .  abran  lathato  a  mar  tobbszor  vizsgalt  zajos  multiplett  spektrum 
felbontasa  kiilonallo  Gauss-gorbekre,  illetve  lathato  a  kapott  gorbek  osszege  is. 


a  "meressel"  kapott  multiplett  a  Gauss-gorbekre  bontott  spektrum 


III.l.  abra.  A  multiplett  Gauss-fele  normalegyenlet  megoldasaval  kapott  felbontasa 

Megjegyezziik,  hogy  az  egyenlet  megoldasahoz  ebben  az  esetben  a  hagyomanyos  invertalas  is 
eleg  volt,  hiszen  ebben  az  esetben  A*A  regularis,  cond(A*A)  =  1,91,  tehat  a  rendszer  egyaltalan 
nem  rosszul  kondicionalt.  A  felbontassal  kapott  gorbek  alapjan  szamftott  aktivitasok, 
pontosabban  az  egyes  gamma  vonalakhoz  tartozo  beiitesszamok  kiilon-kiilon,  es  a 
referenciaertekek  lathatok  a  III.l.  tablazatban. 


Egzakt  pozfciok 

II 

o 

Xj  =  140 

Xj  =  200 

xj  =  250 

II 

o 

o 

xj  =  400 

Teljes 

beiitesszam 

generalt  spektrum 

23999 

39998 

59997 

19999 

79995 

71996 

295980 

felbontassal  kapott 

spektrum 

25182 

40474 

60515 

20443 

80591 

70754 

298360 

relatfv  elteres  (%) 

4,92 

1,19 

0,86 

2,20 

0,74 

1,7 

0,80 

III.l.  tablazat.  A  szamftott  beiitesszamok  es  az  egzakt  ertekek,  valamint  ezek  relatfv  elterese 
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Ugyanazt  tapasztaljuk,  mint  a  dekonvolucio  eseteben,  azoknak  a  csucsoknak  az  eseteben 
nagyobb  a  hiba,  amelyek  reszben  vagy  egeszben  el  vannak  fedve  intenzlvebb  csucsok  altal.  A 
tobbi  csucs  eseteben  1%  nagysagrendu  a  csucsteriilet  meghatarozasanak  pontossaga. 

A  DLL  abra  spektruma  azonban  jol  lathatoan  felbomlik  Gauss-gorbekre  meg  akkor  is,  ha 
van  kozottiik  lathatatlan  es  reszben  elfedett  komponens.  Vessuk  be  azonban  a  kidolgozott 
apparatust  sokkal  elesebb  helyzetekben,  amikor  ranezesre  nem  latszik  szinte  semmi  reszlet  a 
spektrumbol,  csak  annyit  enged  sejtetni  a  latvany,  hogy  esetleg  2  foto-csucs  olvad  ossze,  de 
semmikeppen  sem  valik  kiilon. 

Ilyen  zajos  spektrumok  lathatoak  a  III.2.  a)  es  III.3.  a)  abrakon,  nevezziik  ezeket  I.  es  II. 
spektrumnak.  Ugyanezen  abrak  b)  reszen  lathatoak  azok  a  foto-csucsok,  amelyek  osszegekent  az 
a)  abra  eloall.  Ezeket  az  osszetett  gorbeket  nyilvan  nem  lehet  ranezesre  felbontani  a  b)  abra 
gorbeire,  de  kideriil,  hogy  meg  egyes  dckonvolucios  modszereknek  is  „meggyulik  a  baja” 
ezekkel  a  spektrumokkal. 

egym^st  6tfed6  fotocsOcsok  Osszege  I.  egymdst  ^tfedO  fotocsCicsok 


a)  b) 

III.2.  abra.  Atfedo  teljes  energia  csucsokbol  alio  spektrum  (I.) 

Mielott  tovabb  lepiink,  hangsulyozzuk,  hogy  az  abrakon  a  vlzszintes  tengelynek  csak  az  adott 
esetben  lenyeges  tartomanyat  abrazoltuk,  hogy  a  lenyeg  jol  lathato  legyen,  masreszt  a  b)  abrakon 
megjeloltiik  a  fotocsucsok  kozeperteket. 

Ahogyan  a  III.  1 .  abra  spektruma  eseten,  eloszor  is  egy  alkalmas  dekonvolucios  modszerrel 
szet  kell  bontanunk  a  multipletteket  kiilonallo  Gauss  gorbekre  es  meg  kell  hataroznunk  a  Gauss 
eloszlasok  centrumat.  Osszehasonlftaskeppen  ket  modszert  mutatok  be,  egyreszt  azt,  amelyik  a 
legjobb  felbontasunak  es  leggyorsabb  konvergenciajunak  mutatkozott,  ez  az  aktfv  halmazok 
modszere  a  szingularis  felbontassal  parosftva,  masreszt  pedig  a  szakirodalomban  nagyon  gyakran 
emlegetett  es  alkalmazott  maximum  entropia  modszert. 
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a) 


b) 


III.3.  abra.  Atfedo  teljes  energia  csucsokbol  alio  spektrum  (II.) 


A  III.4.  abran  lathato  az  I.  multiplett  dekonvoluciojanak  eredmenye.  Az  a)  abran  a  MEM 
alkalmazasaval  a  b)  abran  pedig  az  aktiv  halmazok  modszerevel  kapott  megoldast  latjuk. 


atfedo  csucsok  dekonvolucioja  Maximum  Entropia  modszerrel 
5000 1 - , - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1— | 

4500 

4000  -  I 

II 

3500  - 

3000  -  1 1 

2500  -  I 

2000  -  j 

1500  "  I 

1°00-  I  1  I 

500  -  ,  \jv  I 

j _ x _ x _ _ X _ X _ X _ 

0  50  100  150  200  230  260  300  350  400  450  500 


atfedo  csucsok  dekonvolucioja  AKTlV  HALMAZOK  &  SVD  modszerrel 


a)  b) 

III.4.  abra.  Az  I.  multiplett  dekonvolucioja  a)  MEM  algoritmussal, 
b)  Aktiv  halmazok  es  szingularis  felbontas  egyiittes  alkalmazasaval 


Maximum  Entropia  Modszer 

lepesszam 

idotartam 

1.  poz. 

2.  poz. 

3.  poz. 

15000 

888,9s 

201,05 

229,21 

256,31 

Aktiv  halmazok  modszere  &  Szingularis  felbontas 

lepesszam 

idotartam 

1.  poz. 

2.  poz. 

3.  poz. 

300 

72,5s 

199,43 

228,60 

257,5 

III.2.  tablazat.  Az  I.  multiplett  dekonvolucioinak  iteracios  adatai  es  a  megoldasokbol  szamitott  poziciok 

Azon  tul,  hogy  szemleletesen  is  sokkal  karakterisztikusabban  adodnak  a  csucsok  a  b)  abran  -  ha 

eltekintiink  az  a)  abran  eloallt  ket  hamis  csucstol  is  -  igen  sokatmondoak  a  III. 2.  tablazat  adatai, 

amelyek  a  ket  iteracio  es  a  megoldasok  adatait  tartalmazzak. 

Szeretnek  ramutatni  arra,  hogy  a  szakirodalomban  [69-73]  igen  hatekony  eljaraskent 

alkalmazott  MEM  algoritmus  alkalmazasahoz  50-szer  annyi  lepes  es  nagyjabol  10-szer  annyi  ido 
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sziikseges,  azzal  egyiitt,  hogy  az  iteracio  idotartamat  a  ritka  matrixok  alkalmazasaval  a  felere 
csokkentettuk.  Az  aktfv  halmazok  modszere  sokkal  jobb  felbontasu,  ez  a  III. 4.  b)  abran  jol 
latszik,  a  csucsok  pozfcioi  pedig  nagysagrendileg  azonos  hibaval  adodnak. 

Vegezziik  most  el  ugyanezeket  a  szamftasokat  a  III.3.  abra  negy  csucsbol  alio 
multiplettjere.  A  dekonvolucios  iteraciok  eredmenye  a  III.5.  a)  es  b)  abrakon  lathato. 

Atfedo  csucsok  dekonvolucioja  Maximum  entropia  modszerrel  6tfed6  csCicsok  dekonvoluci«^a  Aktiv  halmazok  &  SVD  mddszerrel  II. 


a)  b) 

III.5.  abra.  A  II.  multiplett  dekonvolucioja  a)  MEM  algoritmussal, 
b)  Aktiv  halmazok  es  szingularis  felbontas  egyiittes  alkalmazasaval 

Jol  lathato,  hogy  a  MEM,  ugyancsak  15000  lepes  es  888,5s  ido  eltelte  utan  sem  kepes  felbontani 
a  negy  gamma  vonalat,  csak  harom  csucsot  ad  eredmenyiil,  es  azok  is  rossz  kozepertekeket 
szolgaltatnak  amelyek  rendre  a  kovetkezok:  180,0;  212,51  es  253,69.  Ezek  mind  hamis  ertekek, 
vagy  ha  ligy  tetszik  minden  csucs  eseten  nagyon  nagy  a  hiba,  de  mindenkeppen  elveszik  egy 
csucs.  Ezzel  szemben  az  aktfv  halmazok  modszere  a  szingularis  felbontassal  most  is  karakteres 
csucsokat  szolgaltat,  es  megkapjuk  mind  a  negy  csucsot.  Tekintettel  arra,  hogy  a  csucsok  nehany 
csatornaval  kozelebb  vannak  egymashoz,  mint  a  III.2.  abra  multiplettjeben,  nemileg  tobb  lepeses 
iteraciora  volt  sziikseg,  de  a  lepesszam  fgy  is  mindossze  1000.  Ezzel  szemben  a  MEM 
algoritmus  eseteben  hiaba  noveltuk  a  lepesek  szamat,  az  algoritmus  nem  szolgaltatta  a  hianyzo 
negyedik  csucsot.  Az  aktfv  halmazok  modszerevel  kapott  megoldas  adatait  tartalmazza  a  III.3. 
tablazat.  Az  egzakt  pozfciok  -  amelyek  leolvashatok  pi.  a  T11.3.  b)  abrarol  -  a  kovetkezok:  175, 
200,  235  es  280. 


Aktiv  halmazok  modszere  &  Szingularis  felbontas 

lepesszam 

idotartam 

1.  poz. 

2.  poz. 

3.  poz. 

4.  poz. 

1000 

161,3s 

176,61 

199,43 

235,93 

258,52 

III.3.  tablazat.  A  II.  multiplett  dekonvoluciojanak  iteracios  adatai  es  a  megoldasbol  szamitott  poziciok 

Meglepoen  nagy  pontossaggal  adodnak  az  atfedo  csucsok  centrumai.  Ismet  elmondhatjuk  tehat, 
hogy  az  aktfv  halmazok  modszere  es  a  szingularis  felbontas  alkalmazasa  igen  hatekony  eszkoz 
az  adott  problemakorben. 
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De  terjiink  ra  az  ebben  a  pontban  felvetett  problema  megoldasara  az  adott  multiplettek 
eseteben,  vagyis  hatarozzuk  meg  az  egyes  fotocsucsokhoz  tartozo  aktivitasokat  vagy 
beiitesszamokat.  A  Gauss-fele  normalegyenlet  megoldasa  a  III.4.  es  III. 5.  tablazatban  talalhato 
ertekeket  szolgaltatja  rendre  az  I.  es  II.  multiplett  eseteben.  Mindket  esetben  az  aktlv  halmazok 
modszere  altal  szolgaltatott  eredmenyeket  vettiik  alapul. 


Egzakt  poziciok 

Xj  =  200 

Xj  =  230 

xj  =  260 

Teljes 

beiitesszam 

generalt  spektrum 

35000 

23000 

40000 

98000 

felbontassal  kapott 
spektrum 

35073 

21029 

42181 

98282 

relativ  elteres  (%) 

0,21 

8,57 

5,45 

0,28 

III.4.  tablazat.  A  szanutott  beiitesszamok  es  az  egzakt  ertekek,  valamint  ezek  relativ  elterese 

az  I.  multiplett  eseteben 


Egzakt  poziciok 

xj  =  200 

xj  =  230 

xj  =  260 

Xj  =  260 

Teljes 

beiitesszam 

generalt  spektrum 

27000 

35000 

25000 

20000 

107000 

felbontassal  kapott 
spektrum 

27611 

33669 

26224 

19274 

106780 

relativ  elteres  (%) 

2,26 

3,80 

4,89 

3,63 

0,20 

III.5.  tablazat.  A  szanutott  beiitesszamok  es  az  egzakt  ertekek,  valamint  ezek  relativ  elterese 

a  II.  multiplett  eseteben 

A  legnagyobb  hiba  az  aktivitas  szamftasa  soran  is  azoknal  a  csucsoknal  mutatkozik,  amelyek 
intenzfv  gamma  vonalak  altal  fedesben  vannak,  de  meg  ezeknel  is  10%  alatt  marad.  A 
modszerek  latvanyos  tesztje  nyilvanvaloan  a  teljes  beiitesszamokra  adott  eredmennyel 
elvegezheto.  Ez  minden  esetben  1%-on  beliili,  tehat  ez  elfogadhato  eredmeny. 

Termeszetesen  egy  gamma  spekrum  nem  kizarolag  Gauss-gorbekbol  all.  Felmeriil  a  kerdes, 
hogyan  szamltunk  aktivitast  ha  csak  a  netto  csucsteriileteket  ismerjiik.  Erre  a  valasz  a  kovetkezo: 
a  detektor  egyik  legfontosabb  jellemzoje  a  netto  csucsteriiletnek  az  osszes  teriilethez  viszonyltott 
aranya,  a  „csucs  per  osszes”  arany.  Ezt  a  fiiggveny  kalibralo  izotopok  segltsegevel  meg  kell 
hatarozni.  Az  V.  pontban  reszletesen  foglakozom  ennek  a  fiiggvenynek  a  parameterillesztesevel 
is.  Ezen  fiiggveny  birtokaban  pedig  a  teljes  beiitesszam  a  netto  csucsteriilet  ismereteben  mar 
adodik. 

III.2.  A  MAXIMUM-LIKELIHOOD  BECSLES  ALKALMAZASA  AKTIVITAS- 
BECSLESRE  OSSZETETT  SPEKTRUMOK  ESETEN 

Ebben  a  pontban  azzal  az  esettel  foglalkozom,  amikor  a  fotocsucsok  nem  lokalizalodnak 


egy  viszonylag  sziik  tartomanyra,  fgy  nem  valaszthato  ki  a  spektrumnak  olyan  reszlete,  amely 
kizarolag  teljes  energia  csucsokat  tartalmaz.  Mint  alabb  kideriil,  a  maximum  likelihood  becsles 
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[55,62-65]  -  amely  egy  dekonvolucios  modszernek  is  az  alapja  (II.4.  pont),  es  amely  a 
valoszmusegelmelet  igen  hatekony  apparatusa  -  igen  eredmenyesen  alkalmazhato  aktivitas 
szamitasara  is  -  rekurziv  komyezetben  -,  nem  koveteli  meg  azt  a  specialitast,  amit  a  III.  1 . 
pontban  felteteleztiink. 

Mar  itt  hangsulyozom,  hogy  a  modszer  alkalmazasa  feltetelezi  az  R  valasz  matrix 
ismeretet.  Pontosabban,  az  alabbiakban  koziilt  algoritmus  feltetelezi,  hogy  ismerjiik  a  valasz 
matrix  minden  egyes  energia  intervallumhoz  tartozo  oszlopat  illetve  sorat.  A  valasz  matrix 
eloallftasara  az  V.  pontban  megadok  egy  eljarast,  amely  eljaras  ennek  a  pontnak  a  tartalmatol 
teljesen  fiiggetlen.  Elorevetitem  tehat  az  V.  pont  tartalmat,  de  ugy  gondolom,  hogy  a  cimben 
megfogalmazott  kerdes  vizsalata,  targyat  tekintve  -  tekintettel  arra,  hogy  a  dekonvolucio 
alkalmazasarol  van  szo  -  ebbe  a  pontba  illik. 

Tegyiik  fel  ugyanazt,  mint  a  III.  1 .  pontban,  hogy  P  db  fotocsucs  van  a  spektrumban,  ami 
termeszetesen  ez  nem  jelenti  azt,  hogy  P  db  kiilonbozo  izotop  sugaroz,  az  eljaras  a  beiitesszamot 
ilyenkor  nem  izotopszelektiv  modon,  hanem  gamma  vonalankent  adja.  Kerdes  az  Np  (p  =  1,  2, 
...,  P)  teljes  beiitesszam,  tehat  nem  korlatozodunk  a  teljes  energia  csucsokra.  Egy  izotop 
eseteben,  amely  tobb  kiilonbozo  energian  sugaroz,  az  aktivitas  nyilvan  az  egyes  fotocsucsokhoz 
kapott  Np  beiitesszamok  osszegzesevel  szamithato.  Tegyiik  fel  tovabba,  hogy  a  szoras  ismert  (ez 
az  adat  a  szoras-kalibracio  soran  adodik,  amely  kerdessel  az  V.  fejezetben  szinten  reszletesen 
foglalkozom),  es  a  csucsok  helyet  mar  meghataroztuk  dekonvolucioval,  tehat  a  op  es  mp  (p  =  1, 
2,  . . .  ,  P)  konstansok  adottak. 

Tegyiik  fel,  hogy  egy  izotop  adott  energiaju  sugarzasara,  a  p-edik  Dirac-impulzusra,  a 
detektorban  Np-Rpj  (j  =  1,  2,  ...  ,  m)  a  valasz,  ahol  Rpj  a  valasz  matrix  p-edik  sora.  Vilagos,  hogy 
ez  nem  mas,  mint  az  egysegnyi  aktivitasu  izotop  eseten  egysegnyi  ido  alatt  letrehozott  spektrum, 
es  Np  a  keresett  beiitesszam.  (Az  aktivitas  es  a  beiitesszam  kozotti  kapcsolat  a  hatasfok 
kalibracioval  tortenik,  de  mivel  ez  egy  megoldott  problema,  en  ezt  a  kerdest  nem  reszletezem.) 
P  db  izotopot  illetve  fotocsucsot  feletelezve  innen  vilagos,  hogy  a  j-edik  csatomaban  a 
beiitesszam  varhato  erteke: 


SNPRPi 

P=1 


(3.3) 


Az  ML-becslest  alkalmazva  szerkessziik  meg  a  problema  Likelihood  fiiggvenyet.  Tekintettel 
arra,  hogy  a  j-edik  csatomaban  a  beiitesszam  Poisson-eloszlast  kovet  [55],  annak  valoszmusege, 
hogy  a  j-edik  csatomaban  a  beiitesek  szama  yj  a  kovetkezo: 


p(yi)=7^— -exp(-^) 

(Yi)! 


(3.4) 
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Ha  tehat  Np  jeloli  a  p-edik  csatomaban  a  beiitesszamot  (p  =  1,2 . P)  akkor  figyelembe  veve  a 

(3.3)  es  (3.4)  osszefiiggeseket,  a  Likelihood  fiiggveny  a  kovetkezo  alakot  olti: 


f 


in 

l(n, . NP)=n 

j=l 


A 


In,.'rh 

Vp-1  J 


f 


(Yi )! 


-  ■  exp 


3 


-SNp-RPJ 

V  P=1  J 


(3.5) 


ebbol  adodik  a  log-likelihood  fiiggveny: 

In  l(n, . N„)=£ 


m 

6 

6 

P  ^ 

Z 

:  yj 

In 

INp.Rp, 

j=i 

V 

V 

Lp->  jj 

-ZNp-Rpj-lnfyj)! 

P  =  1 

Az  ismeretlen  Np  parameterekre  a  megoldast  a  dlnL(N^,...,NP)  =  o  ,  r  =  1,  2, 


dN 


(3.6) 


P  Likelihood- 


egyenletek  szolgaltatjak.  Ezek  megoldasa  a  kovetkezo: 


z 

j=l 


yj  Rr 


znp-rp 


-R, 


V  P=1 


: 0;  (r  =  1,  2,  ...  ,  P  ) 


(3.7) 


Ez  egy  P  db  egyenletbol  alio  es  P  db  ismeretlent  tartalmazo  egyenletrendszer  az  Np 
ismeretlenekre.  A  rendszer  egyetlen  „hibaja”,  hogy  nemlinearis  az  Np  ismeretlenekre.  Azonban 
iteracioval  megoldjuk  az  alabbi  modon.  Legyen  az  N  nulladik  kozelftese  N(0)  =  (1,  1,  ...,  1),  majd 
ha  ismertnek  tetelezziik  fel  N(k)-t,  akkor  a  nevezoben  levo  osszegre  vezesslik  be  az 

p 


S<k)  =  Y  Npk'R  p|  egyszeriisito  jelolest,  es  rendezziik  at  az  egyenletrendszert  az  alabbi  modon: 
p=i 


r(k)i 


INP 

p=i 


(k+l) 


m  R„; 


V^-PJ  “U  |  _  ^  yjRrj 

2-  “  L, 


“  C'1 

J=1  z 


■H  s 


W 


(3.8) 


Ezen  formula  szerint  a  rendszer  igen  rovid  ido  alatt  megoldhato.  A  tapasztalat  szerint  az  iteracio 
mar  2-4  lepesben  eredmenyt  ad,  es  ehhez  idoben  mindossze  a  masodperc  tort  resze  sziikseges. 
Alkalmazzuk  ezt  az  iteraciot  tehat  a  III.  1 .  abra  multiplettjere.  Az  eredmenyeket  a  III.6.  tablazat 
tartalmazza. 


II 

© 

o 

II 

Xj  =  200 

xj  =  250 

Xj  =  300 

xj  =  400 

Teljes 

beiitesszam 

generalt  spektrum 

23999 

39998 

59997 

19999 

79995 

71996 

295980 

felbontassal  kapott 
spektrum 

25229 

40319 

60579 

20414 

80742 

71407 

299690 

relatrv  elteres  (%) 

5,12 

0,80 

0,97 

2,07 

0,93 

0,81 

1,25 

III.6.  tablazat.  Az  osszetett  spektrum  felbontasa  maximum  likelihood  elv,  a  III.8.  iteracio  felhasznalasaval 
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Lenyegeben  hasonlo  nagysagrendii  hibaval  kaptuk  a  beiitesszamokat,  mint  a  direkt  gorbeillesztes 
alkalmazasaval,  egyetlen  kirivo  eset  a  legkisebb  energiaju  csucs  eseten  az  elteres.  De  ne 
feledjiik,  hogy  a  modszer  sokkal  altalanosabb  koriilmenyek  kozott  is  alkalmazhato,  amikor  a 
III.  1 .  pont  modszere  teljesen  alkalmatlan,  ennek  nyilvan  az  az  ara,  hogy  helyenkent 
pontatlanabb.  Arrol  sem  szabad  megfeledkezniink,  hogy  az  altalanossagnak  van  meg  egy 
hatranya.  Nevezetesen  az,  hogy  itt  szo  sines  gorbeillesztesrol,  nem  kapjuk  meg  a  spektrum 
alakjat  lefro  fiiggveny  parametereit,  esak  a  beiitesszamokat,  azokat  viszont  a  teljes  spektrumra 
vonatkozolag.  Pontosabban  -  mint  az  V.  pontbol  visszatekintve  kideriil  -,  megkapjuk  a  valasz 
matrix  oszlopainak  konstansszorosait. 

Teszteleskeppen  vegezziik  most  el  a  III.  1 .  pont  I.  es  II.  multiple ttj ere  (III.2.  es  III. 3.  abra) 
vonatkozolag  az  aktivitasszamftast  a  maximum  likelihood  elv  alkalmazasaval.  Az  eredmenyek  a 
III. 7.  es  III. 8.  tablazatokban  vannak  osszefoglalva. 


Egzakt  poziciok 

Xj  =  200 

Xj  =  230 

xj  =  260 

Teljes 

beiitesszam 

generalt  spektrum 

35000 

23000 

40000 

98000 

felbontassal  kapott 
spektrum 

35212 

20108 

43751 

99072 

relativ  elteres  (%) 

0,60 

12,57 

9,37 

1,09 

III.7.  tablazat.  A  ML-elv  alapjan  szamitott  beiitesszamok  es  az  egzakt  ertekek,  valamint  ezek  relativ  elterese 

az  I.  multiplett  eseteben 


Egzakt  poziciok 

xj  =  200 

Xj  =  230 

Xj  =  260 

Xj  =  260 

Teljes 

beiitesszam 

generalt  spektrum 

27000 

35000 

25000 

20000 

107000 

felbontassal  kapott 
spektrum 

29592 

32546 

25375 

20701 

108210 

relativ  elteres  (%) 

9,60 

7,01 

1,50 

3,50 

1,13 

III.8.  tablazat.  A  ML-elv  alapjan  szamitott  beiitesszamok  es  az  egzakt  ertekek,  valamint  ezek  relativ  elterese 

a  II.  multiplett  eseteben 

Ismet  vilagosan  latszik,  hogy  a  ML  elven  alapulo  szamftas  nagyobb  pontatlansaggal  adja  a 
beiitesszamokat,  mint  a  legkisebb  negyzetek  feladatanak  megoldasa,  es  szinten  szembeszoko, 
hogy  a  reszben  vagy  egeszben  elfedett  csucsok  eseten  a  legjelentosebb  a  hiba. 

III.3.  OSSZEGZETT  KOVETKEZTETESEK 

A  szcintillacios  spektroszkopiaban  koztudottan  az  egyik  legfontosabb  feladat  -  az  izotopok 
azonosftasa  utan  -  az  egyes  sugarzo  izotopok  aktivitasanak  meghatarozasa  abban  az  esetben 
amikor  a  mert  spektrum  egyszerre  tobb  izotop  spektrumanak  osszege.  A  detektor  rossz 
felbontasa  kovetkezteben  problemat  jelent  az  izotopok  spektrumanak  szetvalasztasa.  A  III. 
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fejezetben  leirtam  ket  olyan  algoritmust,  amelyek  egy  alkalmas  dekonvolucios  algoritmus 
lefuttatasa  utan  lehetove  teszik  az  aktivitas  meghatarozasat.  Az  elso  esetben  a  Gauss-fele 
normalegyenletre  alapozott  iteracio  szolgaltatja  a  netto  csucsteriileteket,  ebben  az  esetben 
grafikusan  is  adodnak  a  megoldasok  Gauss  gorbek  formajaban.  A  masodik  altalanosabb  esetben, 
amikor  feltetelezziik  a  valasz  matrix  ismeretet  -  ami  nyilvan  nem  extra  kfvansag,  hiszen  ennek 
hianyaban  a  dekonvolucio  sem  vegezheto  el  egy  nemlinearis  iteracio  teszi  lehetove,  hogy 
numerikusan  szetvalasszuk  az  egyes  izotopok  gamma  vonalaihoz  tartozo  beiitesszamokat.  Ebben 
az  esetben  nem  kapunk  analitikus  megoldasokat,  de  a  valasz  matrix  sorainak  megfelelo 
fiiggvenyek”  valos  szamszorosait  tekinthetjiik  grafikus  megoldasnak  is.  A  ket  reszletezett 
algoritmus  eredmenyes  alkalmazasa  a  II.  fejezetben  targyalt  dekonvolucios  modszerekkel  kapott 
eredmenyeknek.  Azok  hianyaban  egyik  eljaras  sem  alkalmazhato.  A  III.  fejezetben  az  is  kideriilt, 
hogy  II.  pontban  altalam  lent  algoritmusok  nagyobb  pontossagu.  jobb  felbontasu  modszerek 
mint  a  szakirodalmi  modszerek  [30-35],  pontos  eredmenyt  szolgaltatnak  atfedo,  eltakart  csucsok 
eseten  is,  amikor  a  hagyomanyos  eljarasok  csodot  mondanak. 
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IV.FEJEZET:  A  ZAJSZURES  LEHETOSEGENEK  VIZSGALATA, 

A  DISZKRET  FOURIER-TRANSZFORMACIO  ALKALMAZASA 

A  Fourier-transzformacio  apparatusat  [79-83]  elsosorban  idosorok  analiziseben,  tobbek 
kozott  frekvencia-spektrumok  meghatarozasara,  nagyfrekvencias  zaj  szuresere  alkalmazzak 
[84-87].  Az  ertekezesben  vizsgalt  gamma-spektrum  termeszetesen  nem  idosor,  lgy  a 
hagyomanyos  ertelemben  vett  frekvenciaanalizisre  nines  sziikseg,  de  a  gamma  spektrumot  a 
veletlenszeru  fluktuacioknak,  statisztikus  ingadozasoknak  koszonhetoen  ugyanesak  terheli  zaj.  A 
II.  es  III.  fejezetben  minden  algoritmus  tesztelesenel  egy-egy  zajos  spektrumot  vizsgaltunk, 
amelyet  a  bevezeto  fejezetben  generaltunk  ugy,  hogy  egy  idealis  spektrumra  raiiltettiink  egy  kis 
amplitudoju  veletlen  ingadozast.  Ennek  a  zajnak  az  intenzitasa  kisebb  volt,  mint  a  csucsok 
atlagos  amplitudojanak  1%-a,  de  ahogyan  azt  lattuk,  mar  ez  a  csekely  zaj  is  lehetetlenne  tette  a 
dekonvoluciot  kozvetlen  invertalassal  -  mint  ahogyan  arra  ramutattunk,  ez  az  invertalas  nem  a 
hagyomanyos  ertelemben  veendo,  hanem  a  szingularis  felbontason  alapul  -.  Ezert  volt  sziikseg 
szamos  iteracios  algoritmus  kidolgozasara  es  vizsgalatara  a  II.  fejezetben.  A  bevezetoben  arra  is 
utaltunk,  hogy  nem  sziikseges  a  zaj  intenzitasat  nagysagrendekkel  novelni  -  az  alkalmazott  kis 
intenzitasu  zaj  jelenlete  is  ramutatott  a  matematikai  nehezsegekre  mert  lehetoseg  van  a  zaj 
amplitudojanak  csokkentesere,  a  zaj  kisziiresere.  Ennek  a  kerdesnek  a  vizsgalatat  vegezziik  el 
ebben  a  fejezetben.  Mellekeredmenykent  adodik  egy  klasszikus  analitikai  modszer  a 
csucskeresesre,  amely  azonban  ebben  a  temakorben  nem  igazan  hatekony,  de  lelrjuk  es  kodoljuk, 
mert  elofordulhat,  hogy  mas  fizikai  problemak  megoldasa  soran  hasonlo  matematikai  gondok 
adodnak,  es  a  modszer  hatekony  lehet. 

A  zajsziires  lehetosege  a  konvolucio  fogalman  alapul.  A  konvolucio  alkalmazhato 
onmagaban  es  a  Fourier-transzformacio  fogalomkoren  beliil  is,  mi  roviden  mindkettot  targyaljuk. 
A  konvoluciot  lehet  ertelmezni  folytonos  fiiggvenyekre  is,  de  a  spektrumok  vizsgalatanal,  ahol  a 
spektrumot,  mint  fiiggvenyt  n  db  diszkret  pontban  ismerjiik,  magatol  ertetodobb  a  konvolucio  es 
hasonloan  a  Fourier-transzformacio  diszkret  valtozatanak  alkalmazasa. 

IV.l.  ZAJSZURES  KONVOLUCIOVAL 

A  zajsziires  alapgondolata  az  atlagolas  [84,87].  Atlagoljuk  ki  a  szomszedos  k  tartomanyban 
levo  spektrumkomponenseket,  ezaltal  csokkentjiik  a  fluktuaciokat.  Az  atlagolas  legegyszerubben 
egy  diszkret  valosziniiseg  eloszlassal  oldhato  meg.  Ennek  tobb  valtozata  ismert: 

1.  Mozgoatlag  szuronek  nevezziik  a  g  vektort,  ha  minden  komponense  ugyanaz  a 
konstans,  tehat  diszkret  egyenletes  eloszlassal  van  dolgunk,  ekkor  tehat  gj  =  1/k  =  l/(2p  +  1).  Ez 
a  sziiro  egyszeriien  annyit  tesz,  hogy  a  szomszedos  k  db  koordinatanak  kepezi  az  egyszeru 
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matematikai  atlagat.  Ez  alol  kivetelt  kepez  a  ket  vegen  levo  p-p  db  komponens  -  amire  mar 
utaltunk  ha  p  nagy,  akkor  celszeru  ezt  a  p  db  koordinatat  a  szomszedos  p  db  komponens 
atlagaval  helyettesfteni,  ugyanis  a  dekonvolucios  algoritmusok  az  aszimmetriabol  adodo  elterest, 
„lehajlast”,  csucskent  ertelmezhetik.  Ez  a  szuro  egy  durva  simrtasra  nagyon  jol  alkalmazhato, 
,,finomhangolasra”  azonban  celszerubb  egy  jol  megvalasztott  sulyozott  atlag. 

2.  A  legprecrzebb  eszkoz  a  zajszuresre  a  normalis  eloszlas,  pontosabban  egy  standard 
normalis  eloszlasu  valoszmusegi  valtozo  surusegfiiggvenyenek  diszkret  helyeken  vett  ertekeibol 
alio  vektor.  Ez  azert  nagyon  hatekony  eszkoz,  mert  „hangolhato”  azaz  megvalaszthato  ugy  a 
szorasa,  hogy  egy  elorrt  frekvencianal  nagyobb  frekvenciakat  mind  kiszurjon.  (Mar  most 
megjegyezziik,  hogy  mivel  csak  veges  sok  pontot  vesziink  figyelembe  a  szamrtasok  soran,  az 
emlrtett  muvelet  egzaktul  nem  hajthato  vegre,  de  a  gyakorlat  szamara  ez  kielegfto  pontossagot 
jelent,  annal  is  inkabb,  mivel  nem  tehetiink  mast!) 

Annak  erdekeben,  hogy  a  simrtas  kovetkezmenyeit  szemleletesse  tegyiik,  mindenekelott 
egeszrtsiik  ki  az  1.2.  abra  idealis  spektrumat  egy  az  1. 5. a)  abran  szemleltetett  zajnal  otvenszer 
nagyobb  amplitudoju  zajjal,  azaz  legyen  a  zavar  amplitudoja  most  1000  egyseg.  Vizsgaljuk  meg, 
mi  az  eredmenye  a  zajszuresnek.  A  IV. 3.  a)  abran  lathato  ez  a  „nagyon  zajos”  spektrum,  a  b) 
abran  pedig  egy  5  egyseg  hosszusagu  (k  =  5)  mozgoatlag-szurovel  vegzett  konvolucio. 


x  1 04  nagyon  zajos  spektrum 

2  F  ' 


1  .8 


csatorna 


x  -|(^irrntas  mozgo  atlag  konvoluci oval 


a)  b) 

IV.3.  abra.  Nagyon  zajos  spektrum  simitasa  mozgoatlag  szurovel,  k  =  5  eseten 


A  IV. 4.  abran  ugyanennek  a  spektrumnak  a  simrtasa  lathato  o  =  4  egysegnyi  szorasu  Gauss- 
fiiggvennyel.  Az  eredmeny  lathatoan  jobb,  de  vizualisan  hasonlo  eredmeny  elerheto  mozgoatlag 
szurovel  is,  ha  a  g  vektor  elemszamat  megnoveljuk.  Peldaul  k  =  15  eseten  mar  alig  tapasztalhato 
kiilonbseg  a  ket  konvolucio  eredmenye  kozott. 
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x  lO4 
2  - 


nagyon  zajos  spektrum 


-| o4 konvolucio  Gauss-fuggvennyel 


0  100  200  300  400  500 

csatorna 


0  100  200  300  400  500 

csatorna 


IV.4.  abra.  Zajszures  Gauss-fiiggvennyel 


Annak  erdekeben,  hogy  szamszeriive  tegyiik  a  konvolucio  hatasat,  kiilonbozo  k  es  o  ertekek 
eseten  kiszamftottuk  az  eredeti  zajtalan  es  a  zajszuressel  kapott  spektrumok  kiilonbsegenek 
maximum-normajat,  vagyis  az  elteresek  abszolut  ertekenek  maximumat: 

Mozgoatlag:  k  =  5,  10,  15  eseten  rendre:  377,12;  373,51;  369,28; 

Gauss:  o  =  3,  4,  5  eseten  rendre:  273,98;  285,97;  344,60. 

A  kovetkeztetesiink  nagyjabol  annyi,  hogy  nines  lenyeges  nagysagrendi  kiilonbseg  a  zajszuressel 
kapott  spektrumok  minosegeben,  az  egyszeru  atlagolas  is  meglepoen  jo  eredmenyt  ad.  Ami  talan 
lenyeges  kiilonbseg,  hogy  a  mozgo  atlag  annal  pontosabb  eredmenyt  ad  minel  tobb  elemu  a  g 
vektor  ennek  azonban  az  a  kovetkezmenye,  hogy  a  spektrum  ket  vegen  egyre  tobb  komponenstol 
kell  eltekinteniink,  mert  ertekiik  gyakorlatilag  semmitmondo.  Ezzel  szemben  a  Gauss-konvoliicio 
annal  pontosabb  minel  kisebb  a  szoras,  azonban  nem  szabad  minden  hataron  tul  csokkenteni  a 
szorast,  mert  ebben  az  esetben  nem  tortenik  meg  maga  a  sziires,  hiszen  ha  o  nagyon  kicsi,  tul 
keves  elemii  a  g  vektor  es  nines  tenyleges  atlagolas.  Ennek  a  kerdesnek  a  joval  reszletesebb 
vizsgalatara  rateriink  a  kovetkezo  pontban,  ahol  spektrumok  deko n vo  1  uci 6j aval  kapcsolatosan 
vizsgaljuk  meg  a  zajszures  lehetoseget. 

A  zajszures  es  a  „frekvenciahangolas”  lehetosege  es  oka  vilagosabban  lathato,  ha  a  diszkret 
Fourier-transzformaciot  alkalmazzuk.  Ez  kovetkezik  a  IV. 2.  pontban. 


IV.2.  ZAJSZURES  DISZKRET  FOURIER-TRANSZFORMACIOVAL 


Egy  n  db  pontban  ismert  y(p)  fiiggveny  F[y(p)]  =  Y(k)-val  jelolt  diszkret  Fourier- 
transzformaltjat  [81,  84]  (a  tovabbiakban  DFT)  a  kovetkezo  formula  definialja: 


Y(k)=  Xy(p)exp 

P=i 


'  '  9.  kP) 
-i  •  2n  ■  — 

V  nj 


(4.1) 


91 


ahol  i  az  imaginarius  egyseg.  (Ezert  alkalmaztuk  a  szokatlan  p  jelet  az  indexelesre.  Kiemeljiik 
tovabba,  hogy  a  gyakorlatban  szokasosabb  a  szummaban  a  O-tol  n  -  1-ig  tarto  indexeles,  de 
mivel  egyreszt  a  komplex  exponencialis  fiiggveny  periodikus,  masreszt  az  eddigiekben  nem 
hasznaltuk  a  0  indexet,  celszeriibben  talaltuk  az  alkalmazott  jelolest.) 

Ebben  az  esetben  az  F  1  [  Y(k) J  inverz  transzformacio  az 

y(p)  =  — XY(k)exp  i-27C-—  (4.2) 

n  k=i  1  n  ) 


formulaval  szamithato.  Ha  bevezetjiik  a  temakorben  szokasos  w  =  exp(-i-27t/n)  jelolest,  akkor  a 
transzformacio-par  az  alabbi  egyszerii  alakban  adhato  meg: 

analizis:  Y(k)  =  ^  y(p)  •  wkp;  szintezis:  y(p)  =  —  X  Y(k)  ■  w_kp;  (4.3) 

p=l  n  k=l 

Innen  pedig  vilagos,  hogy  a  (4.3)  formulak  egy-egy  matrixszorzassal  egyenertekuek.  Vezessiik 
beaWe  9tnxn  matrixot  a  W(p,  k)  =  w(p  l|'k  1]  defimcioval.  Ekkor  a  transzformacio  es  az  inverz 
transzformacio  egyszeriien  formalizalhato  rendre  az  alabbi  modon:  Y  =  Wy;  y  =  (l/n)W  Y,  ahol 

5(C 

W  -  tekintettel  arra,  hogy  komplex  elemu  matrixrol  van  szo  nem  egyszeriien  a  transzponalt 
matrix,  mint  eddig,  hanem  az  adjungalt  matrix,  azaz  a  transzponalt  konjugaltja. 

Itt  a  Fourier-transzformacio  jelen  alkalmazasok  szempontjabol  egyetlen  fontos 
tulajdonsagat  emeljuk  ki,  amely  a  konvolucio  transzformaltjara  vonatkozik.  Az  alkalmazott 
konvoluciotetel  ugy  hangzik,  hogy  a  konvolucio  transzformaltja  egyenlo  a  transzformaltak 
szorzataval,  azaz  formulakkal  kifejezve: 

F[  h  ]  =  F[  f  *  g]  =  F[  f  ]  •  F[  g  ]  (4.4) 

Ha  ennek  felhasznalasaval  szeretnenk  konvoluciot  szarmtani,  akkor  alkalmazzuk  (4.4) 
forditottjat,  tehat  a 

h  =  f  *g  =  F^1[F[f]  -F[g]];  (4.5) 

azonossagot,  vagyis  eloszor  kepezziik  a  transzformaltakat,  majd  ezek  szorzatanak  kepezziik  az 
inverz  transzformaltjat. 

Az  alkalmazas  szempontjabol  fontos  teny,  hogy  egy  Gauss-fiiggveny  Fourier- 
transzformaltja  ugyancsak  Gauss  fiiggveny,  annyi  a  lenyeges  kiilonbseg,  hogy  a  transzformalt 
szorasa  az  eredeti  fiiggveny  szorasanak  reciproka: 


(4.6) 


(Ahol  a  szokasnak  megfeleloen  t  az  eredeti  fiiggveny  valtozojakent  az  idot,  co  pedig  a 
transzformalt  valtozojakent  a  frekvenciat  jeloli.)  Tartsuk  szem  elott,  hogy  a  transzformalt  szorasa 

5(C 

o  =  l/o.  Ez  azt  jelenti,  hogy  ha  a  spektrum  konvoluciojat  kepeziink  egy  Gauss-fiiggvennyel, 
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akkor  ez  egyenerteku  azzal,  hogy  a  spektrum  transzformaltjanak  kepezziik  a  szorzatat  ugyancsak 
egy  alkalmasan  megvalasztott  szorasu  Gauss-fiiggvennyel,  majd  a  szorzatnak  kepezziik  az  inverz 
transzformaltjat. 


IV.3.  CSUCSKERESES  MASODIK  DERIVALTAKKAL 


A  Fourier-transzformacionak  illetve  a  konvolucionak  van  egy  olyan  kovetkezmenye,  amely 
esetenkent  alkalmas  modszer  lehet  csucskeresesre.  Tekintsiink  a  IV. 5.  abrara,  ahol  egy  Gauss- 
fiiggvenyt  es  annak  masodik  derivaltjat  lathatjuk. 


Gauss  gorbe 


t  1  0'®auss  gorbe  masodik  darivaltja 


IV.5.  abra.  Gauss-fiiggveny  es  masodik  derivaltja 

Lathato,  hogy  a  masodik  derivaltnak  eles  minimuma  van  azon  a  helyen,  ahol  a  fiiggvenynek 
maximuma  -  es  ez  nyilvanvaloan  teljesiil  minden  konkav  fiiggvenyre  is,  nem  sziikseges  feltetel, 
hogy  a  vizsgalt  fiiggveny  eppen  egy  Gauss-gorbe  legyen  Ha  tehat  sikeriilne  adott  esetben  egy 
spektrum  masodik  derivaltjat  eloallftani,  akkor  az  eljaras  alkalmas  lehetne  a  fotocsucsok 
helyenek  meghatarozasara.  Mivel  azonban  a  spektrum  nem  adhato  meg  analitikusan,  a  derivalas 
muveletenek  elvegzese  kizart.  A  fluktuaciok  miatt  a  „felig  analitikus”  modszer,  az  y,  -  y,  i 
kiilonbsegi  hanyadosok  kiszamftasa  sem  visz  kozelebb  a  celhoz,  mert  a  szomszedos 
csatomatartalmak  kiilonbsegeben  ugyanugy  megtalalhato  a  fluktuaciok  hatasa.  Tovabbi  modszer 
lehet,  hogy  a  spektrumra  valamilyen  fiiggvenyt,  peldaul  polinomot  illesztiink.  Nem  interpolacios 
polinomot,  mert  a  zaj  zavaro  hatasa  ebben  az  esetben  is  ervenyesiil,  hanem  a  legkisebb 
negyzetek  modszerevel  illesztiink  egy  kozelfto  polinomot,  de  a  tapasztalatok  szerint  ebben  az 
esetben  az  eredmeny  nagyon  erzekenyen  fiigg  attol,  hogy  hany  pontra  illesztettiik  a  polinomot  es 
attol,  hogy  az  adott  polinom  hanyad  foku.  Igy  ez  a  modszer  sem  megbfzhato.  Hasznaljuk 
azonban  ki  a  konvolucio  alabbi  tulajdonsagat: 


n  n  i  d 

—  (f*g)(t)  =  —  jf (u) ■  g(t - u)du  =  J  f (u) •  —  (g(t  —  u))di 


dt 


dt 


V-° 


J  -°° 

oo 

=  Jf  (u)  *  g*(t  —  u)du  =  (f  *g’Xt) 

— oo 
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dt 


lu 


(4.8) 


ami  „jobbrol-balra  olvasva”  ugy  ertelmezheto,  hogy  ha  konvoluciot  kepeziink  a  g  fiiggveny 
derivaltjaval,  akkor  az  egyenlo  a  g-vel  kepezett  konvolucio  derivaltjaval,  maskeppen  fogalmazva 
a  konvolucio  es  a  derivalas  sorrendje  felcserelheto.  Legyen  most  g  a  IV. 2.  pontban  vizsgalt 
Gauss-fiiggveny.  Mar  kideriilt,  hogy  az  f  *  g  konvolucio  egy  simftast  hajt  vegre  a  spektrumon. 
Ezt  figyelembe  veve  a  (4.8)  formula  alkalmazasaval  ket  legyet  iitiink  egy  csapasra,  ha  a 
spektrumot  konvolvaljuk  a  Gauss-fiiggveny  derivaltjaval,  akkor  egyszerre  hajtunk  vegre  simftast 
es  derivalast.  Ezek  utan  vilagos,  hogy  a  masodik  derivaltat  ugy  allftjuk  elo,  hogy  a 
spektrumot  -  amelyet  nagyon  zajos  esetben  eloszor  simftjuk  egy  kozonseges  konvolucioval  - 
ketszer  egymas  utan  konvolvaljuk  a  Gauss-fUggveny  elso  derivaltjaval.  Egyszeriibben  szolva 
tehat  a  ketszeres  konvolucio  szolgaltatja  a  masodik  derivaltat.  Ezzel  eloallfthatjuk  a  ketszer  - 
vagy  haromszor  -  simftott  spektrum  masodik  derivaltjat,  amely  szolgaltathatja  a  csucshelyeket. 
A  modszer  nyilvanvalo  hatranya,  hogy  alkalmazasaval  nem  lehet  a  csucsokat  egyre  szukebbe 
tenni,  mint  a  dekonvolucios  iteraciok  eseteben,  fgy  hatekonysaga,  felbontasa  nem  olyan  foku,  de 
elofordulhatnak  olyan  esetek,  amikor  kivaloan  mukodik.  Ezert  frtuk  le  az  eljarast.  Alkalmazzuk 
most  a  modszert  a  zajos  spektrumokra.  A  vilagosabb  osszehasonlftas  erdekeben  a  kovetkezo 
abrakon  a  masodik  derivalt  (-l)-szereset  fogjuk  abrazolni.  Az  eddigiekben  is  tobbszor  vizsgalt 
zajos  spektrum  es  masodik  derivaltja  a  IV. 6.  abran  lathato. 

spektrum  KETSZERES  konvolucio  Gauss-fuggveny  derivaltjaval 


IV.6.  abra.  Zajos  spekrum  vizsgalata  masodik  derivaltakkal 
(a  masodik  derivalt  ellentettjet  abrazoltuk) 

Alacsony  zajszint  eseten,  ha  csucsok  eleg  tavol  vannak  egymastol,  a  masodik  derivaltak  egeszen 
pontosan  adjak  a  csucsok  helyet.  Ha  azonban  a  zaj  amplitudojat  50-szeresre  emeljiik,  ahogyan  a 
IV.  1.  pontban  is  tettiik,  a  modszer  hatranyai  kezdenek  megmutatkozni.  Ha  nem  alkalmazunk  a 
ketszeres  konvolucio  elott  egy  zajszuro  simftast,  akkor  a  IV. 8.  abran  lathato  gorbet  kapjuk. 
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x  qa  spektrum 


KETSZERES  konvolucio  elozetes  simitas  nelkul 


csatorna 


IV.7.  abra.  Nagyon  zajos  spektrum  masodik  derivaltja  elozetes  simitas  nelkul 


Mint  lathato  a  masodik  derivalt  is  orokli  a  spektrum  fluktuacioit,  szamos  hamis  csucsot  kapunk, 
ez  az  eredmeny  tehat  nem  kielegfto.  Ha  azonban  a  nagyon  zajos  spektrumra  alkalmazunk  egy 
elozetes  simftast,  azaz  egy  konvoluciot  Gauss-fiiggvennyel,  akkor  a  IV. 9.  abran  lathato 
lenyegesen  jobb  eredmeny  adodik. 

x  -IQ4  spektrum  KETSZERES  konvolucio  Gauss-fuggveny  derivaltjaval 


IV.8.  abra.  Masodik  derivalt  szamitasa  elozetes  sinu'tassal 

Bar  a  kapott  eredmeny  lenyegesen  jobb,  vilagosan  latszik,  hogy  a  j  =  250  pozfcioju  csucs  nem 
adodik  kelloen  karakteresen  es  a  spektrum  ket  vegen  es  kozepen  is  adodnak  hamis  csucsok.  Ha 
vegiil  egy  olyan  spektrumra  alkalmazzuk  az  eljarast,  amelyben  egymast  nagymertekben  atfedo, 
kozeli  csucsok  talalhatoak  (III.2.  a)  es  b)  abra),  akkor  lathato,  hogy  a  modszer  felbontokepessege 
igen  gyenge.  A  IV. 9.  abra  alapjan  vilagos,  hogy  a  3db  atfedo  csucs  koziil  csak  kettot  kapunk 
vissza,  a  j  =  230  pozfciohoz  tartozo  „kozepso”  fotocsucs  a  modszer  alkalmazasa  soran  teljesen 
elveszik,  es  ezt  a  szurokent  alkalmazott  Gauss-gorbe  szorasanak  valtoztatasaval  sem  lehet 
kimutatni. 
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IV.9.  abra.  Kozeli,  atfedo  csucsok  egyiittesenek  niasodik  derivaltja 
A  kozepso  csucs  a  modszerrel  nem  mutathato  ki 

A  masodik  derivaltakkal  torteno  csucskereses  modszerere  azert  tertiink  ki,  mert  a  temakor 
szakirodalmaban  egy  nagyon  elismert  monografia  a  [4]  kotet,  melyben  mindossze  ket  eljarast 
emlftenek  a  szerzok  a  csucsok  maximumhelyenek  meghatarozasara,  ez  az  egyik.  Szerettiink 
volna  ramutatni  ezzel  a  vizsgalattal  a  modszer  hianyossagaira  es  egyben  ravilagftani  a  II. 
fejezetben  targyalt  dekonvolucios  algoritmusok  ertekeire  es  arra,  hogy  ezek  a  modszerek 
mennyire  hianyoznak  meg  a  temakor  szakirodalmabol. 

IV.4.  A  DEKONVOLUCIOS  ALGORITMUSOK  ZAJRA  VONATKOZO 
ERZEKENYSEGE,  A  ZAJSZURES  LEHETOSEGENEK  VIZSGALATA 

Ebben  a  pontban  megvizsgaljuk,  hogy  a  II.  fejezetben  vizsgalt  dekonvolucios  eljarasok 
altal  adott  megoldasokat  mennyire  befolyasolja  a  zaj  jelenlete  a  spektrumban,  tovabba 
tanulmanyozzuk,  hogy  lehetoseg  van-e  a  zaj  szuresevel  az  iteracios  algoritmusok  altal  adott 
megoldast  javftani.  Ehhez  generalunk  egy  olyan  spektrumot,  amelyben  vannak  atfedo  csucsok, 
j  =  250,  300  es  400  pozfcioknal  es  amelyre  egy  intenzfv,  a  IV. 2.  ponthoz  hasonloan,  a 
korabbiaknal  50-szer  intenzrvebb  zajt  iiltetiink,  melynek  amplitudoja  1000.  Annak  erdekeben, 
hogy  a  zajszures  hatasat  megvizsgaljuk,  ezt  az  intenzfven  zajos  spektrumot  -  tekintettel  a  zaj 
intenzitasara  -  ketszer  egymas  utan  konvolvaljuk  egy  Gauss-fiiggvennyel.  Ezt  a  muveletet 
elvegezhetjiik  egyszeriien  a  (4.1)  formula  alkalmazasaval,  vagy  a  (4.3)  formulak  szerint 
DFT  -  inverz  DFT  ketszeri  alkalmazasaval  is.  Ez  utobbinal  csak  arra  kell  iigyelni,  hogy  ha  a 
kozvetlen  konvolucional  a  Gauss-gorbe  szorasa  a,  akkor  DFT  alkalmazasa  eseten  a  „frekvencia” 
tartomanyban  l/o  szorasu  fiiggvennyel  szorzunk.  Az  eredmenyek  kozott  elvi  kiilonbseg  nines. 

A  IV.  11.  abra  a)  es  b)  reszen  abrazoltuk  rendre  a  „nagyon  zajos”  spektrumot  es  a  ketszeri 
simitassal  kapott  spektrumot. 
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NAGYON  ZAJOS  spektrum 


KETSZER  SIMITOTT  spektrum 


a)  b) 

IV.ll.  abra.  a)  Nagyon  zajos,  b)  ketszeri  konvolucioval  kapott  simftott  spektrum 


Alkalmazzunk  most  elvileg  kiilonbozo  alapokon  nyugvo  dekonvolucios  modszereket  rendre  az 
a)  es  b)  pont  spektrumara.  Vizsgaljuk  meg  a  zaj  jelenletenek  illetve  kiszuresenek  hatasat,  es 
hasonlftsuk  ossze  az  egyes  modszereket.  Mielott  a  vizsgalatokat  elvegezziik,  hogy  az  emlftett  3 
csucson  kfviil  az  a)  abran  lathato  spektrum  kizarolag  veletlenszam  generatorral  eloallftott, 
egyenletes  valoszfnuseg  eloszlasu  zajt  tartalmaz.  A  „zaj”  fogalmaval  ismet  csak  a  hibaval  terhelt, 
meres  sel  kapott  spektrumot  modellezziik.  Ilyen  modon  figyelembe  vessziik  a  meres 
folyamataban  jelen  levo,  elkeriilhetetlen  statisztikus  ingadozasokat. 

Eloszor  a  szakirodalomban  elismert  ML-modszert  [35,62,65]  alkalmazzuk  1000  lepesben. 
A  dekonvolucio  eredmenye  a  IV. 12.  abran  lathato.  Az  iteracio  7,5s  ideig  tartott  es  az  || Ax  —  y|| 
elteres  normaja  6,49-103  -rol  1,42-103  -ra  csokkent. 


NAGYON  ZAJOS  spektrum  dekonvolucioja  ML-algoritmussal 


SIMITOTT  spektrum  dekonvolucioja  ML-algoritmussal 


a)  b) 

IY.12.  abra.  a)  Nagyon  zajos,  b)  simftott  spektrum  dekonvolucioja 
Maximum-Likelihood  elvvel 

Most  a  „sulyozott  regularizacio”  kovetkezik  a  =  10  7  regularizacios  parameterrel  es  [1  =  103 
sulytenyezovel  100  lepeses  iteracioban.  A  szamftasok  idotartama  25,5s  volt  az  elteres  normaja 
pedig  2,93-104-rol  2,56-104-re  csokkent.  A  megoldasok  a  IV.  13.  abran  lathatok. 
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NAGYON  ZAJOS  spektrum  dek.  sulyozott  reg.-val,  beta  =  1000 


xIO1 


SIMITOTT  spektrum  dek.  sulyozott  reg.-val,  beta  =  1000 
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a)  b) 

IV.13.  abra.  a)  Nagyon  zajos,  b)  simitott  spektrum  dekonvolueioja 
Sulyozott  regularizacioval 


A  kovetkezo  modszer  a  hatvanyozott  konjugalt  gradiens  modszer  a  =  1,7-10  regularizacios 
parameterrel,  10  lepesenkenti  5  =  1,01  kitevore  torteno  hatvanyozassal.  A  szamftasok  idotartama 
13,6s  volt,  az  elteres  normaja  2,71-104-rol  2,01-104-re  csokkent.  Az  1000  lepeses  iteracio 
eredmenye  a  IV.  14.  abran  tekintheto  meg. 


x  ^  O4  NAGYON  ZAJOS  spektrum  dekonvolueioja  "HATVANYOZOTT"  KG-modszerrel 


SIMITOTT  spektrum  dek.  "HATVANYOZOTT"  KG-modszerrel 


a)  b) 

IV.14.  abra.  a)  Nagyon  zajos,  b)  simitott  spektrum  dekonvolueioja 
Hatvanyozott  KG  algoritmussal 


Vegiil  alkalmazzuk  az  aktfv  halmazok  modszeret  abban  az  esetben,  amikor  a  nulladik  iteracios 
ciklus  a  KG-modszer,  a  =  10  s  regularizacios  parameterrel.  A  szamftasok  idotartama  82s,  az 
elteres  normaja  25,8-rol  8,53-ra  csokkent.  A  150  +  300  lepeses  iteracio  eredmenye  a  IV.  15. 
abran  lathato. 

Terjedelmi  korlatok  miatt  nem  vizsgalhatjuk  meg  az  osszes  II.  fejezetben  targyalt 
dekonvolucios  modszert.  A  tanulmanyozott  4  algoritmussal  kapcsolatban  az  alabbi 
kovetkeztetesekre  jutunk: 

Eloszor  figyeljiink  esak  az  abrak  a)  reszere!  A  zajt  egyenletes  closzlasu  veletlen  szamokkal 
generaltuk,  ami  megfelel  egy  valos  spektrum  statisztikus  fluktuacioinak  a  Compton- 
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tartomanyban,  vagy  egy  relative  intenzfv  hatternek,  de  a  IV.  11.  a)  abrara  emlekezteto  spektrumot 
kapunk  akkor  is  ha  csak  rovid  ido  all  rendelkezesre  a  spektrum  felvetelere,  ez  esetben  ugyanis  a 
„spektrumnak  nines  ideje  kisimulni”. 


x  10<  NAGVON  ZAJOS  spektrum  dek.  AKTlV  HALMAZOK  M6DSZER£VEL 


x  SIMiTOTT  spektrum  dek.  AKTlV  HALMAZOK  M6DSZER£VEL 


a) 

IV.15.  abra.  a)  Nagyon  zajos,  b)  simitott  spektrum  dekonvolucioja 
Aktfv  halmazok  modszerevel 


Mint  lathato  a  statisztikus  zajban  elofordulhatnak  olyan  ingadozasok,  amelyeket  minden 
dekonvolucios  modszer  egy-egy  csucsnak  erzekel.  Ezek  peldaul  ugy  tekinthetok,  mint  egy 
intenzfv  Compton-kontinuum  altal  elfedett  fotocsucsok.  Ez  a  jelenseg,  mint  az  abrakon  lathato, 
minden  modszernel  tapasztalhato,  hoi  erosebben,  hoi  gyengebben.  A  ML-becslesnel  peldaul  igen 
intenzfv,  a  tenyleges  csucsok  intenzitasaval  osszemerheto  intenzitasu  csucsok  keletkeznek,  de 
peldaul  a  KG-modszemel  a  hamis  csucsok  nem  annyira  karakteresek.  A  nagyon  eros  zaj  ellenere 
azonban  mindegyik  modszer  szolgaltatja  a  tenyleges  csucsokat.  A  tapasztalatokat  ketfele  modon 
ertekelhetjiik: 

1.  Megnyugtato,  hogy  a  valos  csucsok  karakteresen  es  pontosan  adodnak  eros  zaj  eseten  is. 
Ezzel  valaszt  kaptunk  arra  a  felmeriilo  kerdesre,  hogy  valoban  olyan  dekonvolucios  modszereket 
sikeriilt-e  talalnunk,  amelyek  kevesse  erzekenyek  a  zajra.  A  valasz  a  valos  csucsok 
szempontjabol  az,  hogy  igen. 

2.  A  statisztikus  zajban  megjeleno  csucsok  jelenletet  ketfele  modon  ertekelhetjiik: 

a)  Ez  egyreszt  megnyugtato  abbol  a  szempontbol,  hogy  az  intenzfv  hatter  vagy  Compton 
tartomany  mogott  elrejtozo  kis  intenzitasu  csucsokat  is  kimutatjak  az  algoritmusok. 

b)  Nyugtalanfto  viszont  abbol  a  szempontbol,  hogy  nem  letezo  hamis  csucsok  is  adodnak 
amelyek  a  veletlen  fluktuacioknak  koszonhetoek  es  nines  mogottiik  semmifele  sugarforras. 

Ha  most  a  b)  abrakra  tekintiink,  akkor  a  2.b)  megallapftasunkat  azzal  tudjuk  kiegeszfteni, 
hogy  az  idosorok  analfziseben,  a  kepanalfzisben  bevalt  simftas,  kepjavftas  modszerenek 
alkalmazasa  soran  a  spektrum  nem  javul,  a  hamis  csucsok  nem  tunnek  el.  Ezek  alapjan  sajnos  azt 
kell  mondanunk,  hogy  a  dekonvolvalt  spektrumban  megjeleno  relative  kis  intenzitasu  csucsokrol 
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nem  dontheto  el  egyertelmuen,  hogy  az  hamis  csucs  vagy  egy  tenylegesen  megjeleno  kis 
aktivitasu  forrastol  szarmazik. 

Termeszetesen  ad-hoc  modszereket  alkalmazhatunk:  Ha  peldaul  ezen  csucsokhoz  tartozo 
energiaertekek  nem  felelethetoek  meg  egyetlen  letezo  izotopnak  sem,  akkor  hibanak  tekinthetok. 
Ha  viszont  tobb  csucs  is  megjelenik  es  ezek  energiaja  kozotti  kulonbseg  peldaul  arra  utal,  hogy 
egy  fotocsucsrol  es  egy  kiszokesi  vagy  visszaszorasi  csucsrol  van  esetleg  szo,  akkor  egy  izotop 
van  a  hatterben.  Stb. 

Visszaterve  a  konvoluciora,  a  szamftasok  szerint  a  simftas  kifejezetten  rossz  hatassal  van  a 
felbontasra.  Minden  modszemel  azt  tapasztaljuk,  hogy  a  simftott  spektrum  dekonvoluciojaval 
kapott  megoldas,  bar  „simabb”,  rosszabb  felbontasu  es  a  hamis  csucsok  intenzitasa  sem  csokken, 
hanem  azonos  nagysagrendu  marad.  Tehat  ki  kell  jelenteniink,  hogy  a  konvolucios  simftas  a 
megoldas  javftasara  nem  alkalmazhato,  a  hamis  csucsok  ezzel  a  modszerrel  nem  tiintethetok  el, 
legalabbis  egy  bizonyos  intenzitasu  zaj  felett. 

A  modszerek  osszehasonlftasa  teren  elmondhatjuk,  hogy  a  zajra  a  maximum-likelihood 
algoritmus  a  legerzekenyebb,  karakteres  hatarozott  hamis  csucsokat  szolgaltat.  Ennel  egy  fokkal 
jobb  a  temakorben  nelkiilozhetetlen  regularizacios  technika,  kisebb  intenzitassal  bar,  de  szinten 
hatarozott,  eles  csucsokat  kapunk.  A  vizsgalt  algoritmusok  koziil  a  legkevesbe  erzekeny  a  hibara 
a  konjugalt  gradiens  modszer,  a  hamis  csucsok  relatfv  intenzitasa  ebben  az  esetben  a  legkisebb. 
Ha  ezt  megfejeljiik  az  aktfv  halmazok  modszerevel,  akkor  a  megoldas  felbontasa  javul,  de  ennek 
az  az  ara,  hogy  a  hamis  csucsok  is  felerosodnek.  Vegiil  is  ez  az  oka  annak,  hogy  a  II.  fejezetben 
tobb,  teljesen  eltero  matematikai  alapokon  nyugvo  modszert  frtunk  le.  Egy  adott  spektrumot  a 
tapasztalatok  fenyeben  ugyanis  celszerii  tobb  kiilonbozo  dekonvolucios  modszerrel  visszafejteni, 
es  az  osszes  megoldas  ismereteben  celszerii  a  vegso  kovetkeztetest  meghozni. 

Ha  a  megoldas  „josaganak”  a  kriteriumat  keressiik,  lathato,  hogy  az  ||Ax-y||elteresnorma 

sem  az  igazi  jellemzo,  mert  peldaul  egyreszt  a  simftast  kovetoen  kapott  megoldasra  a  norma 
minden  esetben  kisebb,  az  fgy  eloallo  megoldas  megsem  tekintheto  jobbnak,  masreszt  pedig 
amikor  a  KG-modszert  kovetoen  alkalmaztuk  az  aktfv  halmazok  modszeret,  a  norma  3 
nagysagrenddel  csokkent,  megis  intenzfvebbek  lettek  a  hamis  csucsok. 

IV.5.  OSSZEGZETT  KOVETKEZTETESEK 

A  fejezetben  megvizsgaltam  a  szcintillacios  spektrumok  zajszfiresenek  lehetoseget.  A 
vizsgalatot  az  indokolja,  hogy  a  II.  fejezetben  vizsgalt  algoritmusok  mind  azzal  a  kfvanalommal 
sziilettek,  hogy  a  zajra  kevesse  erzekeny  modon  allftsak  elo  a  megoldast.  Nyilvanvalo  kerdes, 
hogy  a  merest  terhelo  zaj  mestersegesen  csokkentheto-e?  Megvizsgaltuk  tehat  a  problemat  abbol 
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a  szempontbol,  hogy  a  zajszuresen  atesett  spektrumok  dekonvoluciojaval  kaphatunk-e  pontosabb 
eredmenyt?  Az  apparatus  az  idosorok  analfziseben  gyakran  alkalmazott  diszkret  Fourier- 
transzformacio  illetve  a  diszkret  konvolucio.  A  valasz  minden  egyes  modszer  eseteben 
egyertelmuen  nemleges.  A  konvolucios  szures  kovetkezteben  a  dekonvolvalt  spektrumok 
felbontasa  egyertelmuen  romlik,  a  csucsok  kiszelesednek  es  a  hamis  csucsok  is  felerosodnek. 
Tehat  eredmenykent  elkonyvelhetjuk,  hogy  a  kepjavitasban,  frekvenciaanalizisben  olyan 
hatekonyan  alkalmazhato  apparatus  -  bar  a  spektrumot  termeszetesen  simava  teszi  -  a 
dekonvoluciora  rossz  hatassal  van,  a  megoldas  sajatsagait  hatarozottan  rontja.  Pozitrv 
eredmenykent  konyvelhetjiik  el  azonban  azt,  hogy  a  II.  fejezetben  leirt  algoritmusokrol  a 
vizsgalatok  soran  kideriilt,  hogy  meg  extrem  intenzitasu  zaj  eseten  is  pontosan  szolgaltatjak  a 
csucsok  poziciojat.  Elkonyvelhetjiik  tehat,  hogy  a  dekonvolucios  algoritmusok  nem 
erzekenyek  a  zajra. 

Mellekeredmenykent  adodott  egy  egyszerii  csucskeresesi  eljaras,  a  masodik  derivaltak 
eloallftasa.  A  spektrumot  terhelo  zaj  miatt  a  masodik  derivalt  analitikus  eloallftasa  lehetetlen 
-  ezert  nem  is  hoztuk  szoba  a  II.  fejezeben  -,  erre  csakis  a  Fourier-transzformacio  ad  lehetoseget 
Ezt  a  modszert  elismert  szakirodalmi  forrasok  is  emlitik  [4],  de  le  kell  vonnunk  a  kovetkeztetest, 
hogy  hatekonysaga  ossze  sem  hasonlithato  a  dekonvolucios  modszerekevel. 
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V.  FEJEZET:  SZCINTILLACIOS  DETEKTOROK  VALASZ 
MATRIXANAK  ELOALLITASA  GENERALT  ES  MERESSEL  KAPOTT 
SPEKTRUMOK  FELHASZNALASAVAL 

Mint  azt  az  I.  fejezetben  vazlatosan  mar  elemeztiik,  a  valasz  matrix  esetiinkben  az  a  matrix, 
melynek  minden  oszlopa  egy  diszkret  valoszfnuseg  eloszlas,  amely  nem  mas,  mint  a  detektor 
egyetlen  monoenergias  gamma-sugarzasra,  vagyis  egy  Dirac-deltara  adott  valasza,  tehat  az  adott 
monoenergias  forras  eseten  mert  spektrum  1-re  normalva.  Ez,  figyelembe  veve  a  sugarzas  es 
anyag  kolcsonhatasat,  alapvetoen  ket  reszbol  all,  a  fotocsucsbol  es  a  Compton-kontinuumbol 
[1,  9].  Ezekre  meg  ratevodik/ratevodhet  a  visszaszorasi  csucs  es  az  egyszeres  illetve  ketszeres 
kiszokesi  csucs,  sot  megjelenhet  a  karakterisztikus  rontgen  sugarzasnak  megfelelo  csucs  is,  de  ez 
a  ket  tartomany  mindennek  az  alapja.  Ezek  aranya  a  valoszmuseg  eloszlasban  fiigg  egyreszt  a 
detektor  felepftesetol  masreszt  a  sugarzas  energiajatol.  Az  idealis  eset  az  lenne,  ha  a  vizsgalt 
energiatartomanyt  -  amely  az  altalunk  vegzett  meresek  soran  altalaban  a  [0,  2-3]  MeV  tartomany 
volt,  a  felso  hatar  azonban  ennel  nagyobb  energiaertek  is  lehet  -  felosztanank  nehany  keV 
szelessegu  resztartomanyokra  es  minden  egyes  reszintervallumhoz  keresnenk  egy  olyan  gamma- 
sugarforrast  amelynek  ott  es  csak  ott  van  egy  monoenergias  vonala,  majd  minden  ilyen  forras 
eseten  kimernenk  a  spektrumot,  vegiil  1-re  normalnank.  Vilagos  azonban,  hogy  ez 
kivitelezhetetlen,  mert  ilyen  izotopok  a  termeszetben  nem  leteznek,  de  nines  is  erre  sziikseg. 

Ehhez  eleg  ha  meggondoljuk,  hogy  milyen  jellemzoi  vannak  egy  spektrumnak: 

1.  Az  egyik  legfontosabb  parameter  a  fotoesuesnak  megfelelo  Gauss-gorbe  fel-ertek 
szelessege,  mert  ez  jellemzo  az  energiafelbontasra.  Ezzel  gyakorlatilag  egyenerteku,  ha 
ismerjuk  a  fotocsucs  szorasanak  energiatol  valo  fiiggeset.  Ez  a  parameter  a  detektor  szerkezetetol 
fiigg- 

2.  A  detektor  meretetol  fiigg  alapvetoen  a  fotoesueshoz  tartozo  beiitesszamnak,  tehat  a 
„netto  csucsteriiletnek”  az  osszes  beiitesszamhoz  viszonyftott  aranya,  a  „csucs  per  osszes” 
arany. 

3.  Mivel  a  spektrum  szamunkra  azt  jelenti,  hogy  a  detektor  analizatora  altal  meghatarozott 
esatornakhoz  beiitesszamok  tartoznak,  vilagos,  hogy  kapcsolatot  kell  teremteni  a  esatornak 
pozfcioja  es  az  eredeti  sugarzas  energiaja  kozott,  tehat  el  kell  vegezni  az  energia  kalibraciot. 

Mind  a  fel-ertek  szelesseg,  mind  a  „csucs  per  osszes”  arany  fiigg  a  sugarzas  energiajatol,  ha 
tetszik  ugy  is  fogalmazhatunk,  hogy  fiigg  attol,  melyik  esatomaban  detektaljuk  a  fotocsucsot. 
Eszerint  a  valaszfiiggveny  eloallftasahoz  annyit  kell  tenniink,  hogy  meghatarozzuk  azokat  a 
fiiggvenyeket,  amelyek  lefrjak  a  szorasnak  es  a  „csucs  per  osszes”  aranynak  az  energiatol 
-  illetve,  mivel  az  energia  es  a  esatomaszam  kozott  kozel  linearis  a  kapcsolat  -  az  emlftett 
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jellemzoknek  a  csatoma  pozlciojatol  valo  fiiggeset.  Mivel  ezeknek  a  fiiggvenyeknek  fizikai 
torvenyeken  alapulo  analitikus  lefrasa  gyakorlatilag  kivitelezhetetlen,  empirikus  uton  tortenik  a 
fiiggvenyek  megadasa.  Nehany  kalibracios  izotop  alkalmazasaval  kapott  spektrumok  alapjan 
kiszamftjuk  ezeket  az  ertekeket,  es  a  kapott  ertekekre,  szabad  parametereket  tartalmazo 
fiiggvenyt  illesztiink  [1,2,4].  A  feladat  vegiil  az,  hogy  a  parameterek  erteket  optimalisan 
meghatarozzuk.  Ezen  fiiggvenyek  birtokaban  pedig  barmilyen  energia  eseten  a 
valaszfiiggvenynek  megfelelo  eloszlas  generalhato.  A  kovetkezo  pontban  ezeket  az  illeszteseket 
vegezziik  el.  A  valasz  matrix  eloallftasanak  kerdesevel  foglalkozo  szakirodalom  nagyon 
szerteagazo  es  gazdag,  peldakent  a  [88,99]  cikkeket  emlftem. 

V.l.  A  KALIBRACIOS  FU GGVENYEK  PARAMETEREINEK  ILLESZTESE 


A  parameter-illesztesi  feladat  targyalhato  volna  egy  lepesben  teljesen  altalanosan,  mi 
azonban  az  egyseges  targyalasmod  erdekeben  minosegileg  ket  problemakort  kiildnboztetiink 
meg,  ezzel  szeretnenk  ramutatni  a  korabban  tobbszor  alkalmazott  matematikai  apparatus 
hatekonysagara.  Kiilon  elemezziik  a  parameterekben  linearis  illesztesi  feladatot  es  a 
parameterekben  nem  linearis  illesztesi  feladatot.  Mindkettore  latunk  peldat  az  alabbiakban. 

Induljunk  ki  abbol,  hogy  rendelkezesiinkre  all  N  db  meresi  adat,  az  u,  (i  =  1,  2,  ...  ,  N), 
helyeken  a  mert/szarmtott  ertekek  v;  (i  =  1,  2,  ...  ,  N).  Ezekre  szeretnenk  illeszteni  egy  olyan 
fiiggvenyt  amely  tartalmaz  P  db  parametert:  f  =  f(  u;,  a),  ahol  tehat  a  e  91P,  egy  P-komponensii 
parametervektor.  A  legjobb  illesztes  kriteriuma  az,  hogy  a 

vi/(a)  =  Z(vi  —  f  (ui,a))2  (5.1) 

i=l 

parameterektol  fiiggo,  P  db  valtozotol  fiiggo  valos  ertekii  fiiggveny  minimalis  erteket  vegyen  fel. 
Tehat  ismet  egy  „legkisebb  negyzetek  feladata”  az,  amit  meg  kell  oldanunk. 

A  linearis  illesztesi  feladat  azt  jelenti,  hogy  az  f  illeszto  fiiggveny  a  parameterektol 
linearisan  fiigg  (tehat  nem  egyenes  illeszteserol  van  szo).  Eben  az  esetben  az  f  alakja 

f(u,a)  =  ZaP  '  9P(U)  (5-2) 

p=i 


tehat  az  (5.1)  minimumfeladat  most  a 


vI/(a)=Z  vi  ~  Zap  •  cpp(u;) 

i=lV  p=l  J 


— >  min 


(5.3) 


alakot  olti.  Ha  bevezetiink  egy  B  e  91NxP  matrixot  a  B;p  =  cpp(uO  (i  =  1,  2,  ...  ,  N;  p  =  1,  2,  ....  P) 
defimcioval,  akkor  vilagos,  hogy  az  (5.3)  minimumfeladat  sokkal  egyszeriibb  alakban  is  frhato, 
ha  alkalmazzuk  az  a  e  91p,  v  e  91N  jeloleseket. 
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— >  min 


(5.4) 


vP(a)  =  |v-Ba| 

Ezzel  a  feladattal  mar  tobbszor  talalkoztunk  a  II.  es  III.  fejezetben.  A  II.2.  pontban  megmutattuk, 
hogy  az  optimalis  megoldast  a  B  Ba  =  B  v  Gauss-fele  normalegyenlet  megoldasa  szolgaltatja. 
Ennek  meghatarozasara  pedig  a  szokasos 

a(k+  0  =  a(k)  +  (B*B)_1(  B  v  -  B  Ba  kl)  (5.5) 


iteracio  alkalmazhato.  Kezdoerteknek  peldaul  valaszthatjuk  a  null-vektort  vagy  az  egysegvektort. 

Nemlinearis  illesztes  eseten  az  altalanos  (5.1)  formulabol  kell  kiindulnunk.  A  szelsoertek 
sziikseges  feltetelet  alkalmazva  adodik,  hogy  a 


1  ^(a)  e(  ^  3f(uj,a) 


2  da 


i=l 


da. 


(5.6) 


(p  =  1,  2,  ...  ,  P)  egyenletrendszert  kell  megoldani.  Vezessuk  most  be  ezen  derivaltakat 
tartalmazo  vektor  jelolesere  a  D1  e  9IP  elso  derivalt  vektort.  Ez  a  vektor  nyilvan  az  a  e  9IP 
parametervektor  fiiggvenye.  Az  egyenlet  megoldasa  szinten  iteracioval  tortenik,  az  alabbi 
modon.  Tegyiik  fel,  hogy  keziinkben  van  az  a(k)  kozelltes.  Fejtsiik  Taylor-sorba  a  D1 
vektorfiiggvenyt  az  a(k)  pont  koriil,  alljunk  meg  a  linearis  tagnal  es  vegyiik  figyelembe,  hogy  az 
(5.6)  rendszert  kell  megoldanunk.  Ekkor  kapjuk,  hogy 


Dl(a)  =  Dl(a(k))  +  D2(a(k))-(a  -  a(k))  +  . . .  =  0  (5.7) 

ahol  D2  g  91PxP  a  masodik  derivaltak  Hesse-matrixa,  azaz  D2nn  =  -  — —  (p,  q  =  1,  2,  ...  , 

pq  2dapdaq 

P).  Innen  egyszeru  atrendezessel  kapjuk  a  (k  +  l)-edik  kozelltesre  alkalmas  iteracios  formulat: 

a(k+i)  =  a(k)  _  [D2(a'k>)j-'  Dl(a(k))  (5.8) 

A  kezdoertek  itt  is  lehet  a  null-vektor  vagy  az  egysegvektor,  de  megtehetjiik  azt  is,  hogy  a 
szakirodalombol  vesziink  egy  olyan  parametervektort,  amelyet  mar  egy  konkret  detektorra 
kiszamltottak,  es  azt  tekintjiik  az  altalunk  vizsgalt  detektor  eseten  kezdoerteknek.  Az  (5.8) 
iteracio  annyiban  hasonllt  (5.5)-re,  hogy  az  invertalando  matrix  ebben  az  estben  is  szimmetrikus 
a  masodrendu  vegyes  parcialis  derivaltak  szimmetriatulajdonsaga  miatt.  Az  altalunk  vizsgalt 
detektorok  parameterillesztesehez  tehat  az  (5.5)  es  (5.8)  iteraciokat  fogjuk  hasznalni. 

Az  illeszteseket  valos,  mert  spektrumok  felhasznalasaval  vegezziik  el.  Azonban 
lehetosegeink  korlatozottak,  az  5.  Melleklet  tartalmazza  a  rendelkezesre  alio  izotopokat  a 
legfontosabb  adatokkal.  Ahhoz  azonban,  hogy  jol  hasznalhato  valaszfiiggvenyt  tudjunk 
generalni,  sziikseges  nehany  spektrum,  amely  kello  reszletesseggel  tanulmanyozhato,  van  benne 
szeparalhato  fotocsucs  es  karakteres  Compton-tartomany.  Ezert  elsokent  idealis,  elmeleti  modon 
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eloallftott  spektrumokat  generaltunk.  Erre  regisztraciot  kovetoen  a  www.nucleonica.net 
weboldalon  van  lehetoseg.  Itt  mod  van  a  detektor  tfpusanak,  a  forras  aktivitasanak,  a  meres 
idotartamanak  es  meg  szamos  parameternek  a  beallftasara.  Mi  a  standard  7,62cmx7,62cm  meretfi 
Nal  szcintillatort  valasztottuk,  600s  meresi  idovel  es  100  kBq  aktivitassal.  Olyan  izotopokat 
valasztottunk,  amelyeknek  egyetlen  gamma  vonala  van,  vagy  esetleg  tobb,  de  egymastol  kello 
tavolsagban,  tovabba  karakteresen  kirajzolodo  Compton-tartomanya.  (6.  Melleklet)  Tettiik  ezt 
azert,  hogy  a  kalibraciokhoz  sziikseges  adatokat  kello  pontossaggal  kapjuk  meg  a 
spektrumokbol,  es  fgy  igazolhassuk,  hogy  a  valaszfiiggveny  generalasara  javasolt  eljaras  valoban 
mukodik.  A  mert  spektrumok  (8.,  10.  es  12.  Melleklet)  sajnos  nem  kelloen  reszletesek  fgy  csak 
jelentos  hibaval  tudjuk  a  sziikseges  parametereket  az  illesztesekkel  meghatarozni  esetleg  sehogy 
sem.  A  parameterilleszteshez  sziikseges  adatokat  az  7.,  9.,  11.  es  13.  melleklet  tartalmazza. 

Az  alabbiakban  -  bar  az  illesztes  szempontjabol  kdzottiik  elvi  kiilonbseg  nines  -  az  egyes 
fiiggvenyek  parametereit  mas-mas  betuvel  jeloltiik  azert,  hogy  az  implementalt  kodokban  is 
vilagos  legyen,  hogy  mikor  melyik  parameterhalmazt  alkalmazzuk,  tovabba  azert,  hogy  osszhang 
legyen  az  frott  szoveg  es  a  kodok  kozott,  vegiil  pedig  azert  mert  a  valaszfiiggveny  eloallftasahoz 
ezekre  az  illeszto  fiiggvenyekre  egy  program  kereteben  van  sziikseg. 

V.1.1.  GAUSS-GORBE  ILLESZTESE  A  FOTOCSUCSOKRA 

Fontossaga  miatt  erre  a  kerdesre  mar  az  1.2.  pontban  kitertiink  es  az  (1.9-1.15)  formulak 
tartalmazzak  is  a  megoldast.  A  MATLAB  termeszetesen  tartalmaz  egy  beepftett  fiiggvenyt, 
amely  egyetlen  parancs  hfvasaval  szolgaltatja  a  parametereket,  azonban  az  egyseges  szemlelet  es 
targyalasmod  miatt  felhfvjuk  a  figyelmet,  hogy  ez  egy  V.2.  tfpusu  illesztesi  problema.  Az  illeszto 
fiiggveny,  a  Gauss-gorbe,  a  parameterekben  nemlinearis,  de  a  logaritmusa  mar  igen.  fgy  ebben 
az  esetben  egy 

f(x)  =  ln(g(x))  =  g!  +  g2-u  +  g3-u2  (5.9) 

o 

parameterekben  linearis  fiiggvenyt  illesztiink,  ahol  cpi(u)  =  1,  cp2(u)  =  u,  cp3(u)  =  u",  az  iteracoban 
szereplo  B  matrix  i-edik  sora  tehat  fgy  frhato:  (  1 ,  u,,  uf),  i  =  1,  2,  ...  N.  Az  (5.5)  iteracio  innen 
mar  alkalmazhato,  az  au  a2,  a3  parameterek  es  a  Gauss-fiiggvenyt  megado  {m,  a,  A} 
parameterek  kapcsolata  az  (1.15)  formulakbol  mar  adodik.  Az  alabbiakban  mi  is  ezzel  az 
iteracioval  hatarozzuk  meg  az  illesztett  Gauss-gorbek  parametereit. 

A  vizsgalni  kfvant  spektrumnak  ezek  utan  kivalasztjuk  azt  a  reszet,  amelyre  Gauss-gorbet 
szeretnenk  illeszteni  ugy,  hogy  megadjuk  a  kivalasztott  intervallum  vegpontjait,  majd 
elvegezziik  az  illesztest,  amelybol  azonnal  adodik  a  csiics  pozfcioja  es  a  szoras  illetve  a  fel-ertek 
szelesseg.  A  szamftott  adatokat  az  7.,  9.,  11.  es  13.  Melleklet  tartalmazza. 
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V.1.2.  ENERGIAKALIBRACIO 


Az  energiakalibracio  szolgaltatja  a  csatornak  pozfcioja  es  a  gamma-energia  kozotti 
kapcsolatot.  Ez  a  kapcsolat  kozel  linearis,  de  a  szakirodalomban  [1,  2,  7]  egy  kisse  pontosabban, 
masodfoku  fiiggvennyel  frjak  le  a  ketto  kozotti  osszefiiggest.  Ennek  a  fuggvenynek  az  alakja 

E(c)  =  ai  +  a2-c  +  a3-c2  (5.10) 


ahol  c  jeloli  a  csatorna  pozfciojat.  Ez  tehat  egy  ugyanolyan  problema,  mint  a  Gauss-gorbe 
illesztese  az  elozo  pontban.  Az  iteracios  B  matrix  i-edik  sora  tehat  lgy  irhato:  (  1,  Ci,  Ci  ), 
i  =  1,  2,  ...  N,  es  vilagos,  hogy  v;  =  E(c;)  =  Ej.  Dekonvolucios  modszerrel  meghatarozzuk  N  db 
kalibracios  izotop  eseten  a  fotocsucs  c,  pozfciojat,  tablazatbol  vessziik  az  E,  gamma  energiakat  es 
ezutan  az  (5.5)  iteracio  szolgaltatja  az  ah  a2,  a3  parametereket. 


Energiakalibracio  az  ELM^LETI  SPEKTRUMOK  alapjan 


Az  IH-1 1 1 L  Energiakalibracibja 


V.l.  abra.  Energiakalibracio:  a)  elmeleti;  b)  IH-111L;  c)  „Berkeley”-detektor;  d)  „GAMMA”-detektor 


Az  V.l.  a),  b),  c)  es  d)  abran  lathato  rendre  az  elmeleti  spektrumokra  illetve  az  IH-111L,  a 
„Berkeley”  es  a  „GAMMA”  spektroszkopokkal  felvett  spektrumok  alapjan  elvegzett  energia 
kalibracio  grafikusan.  Az  energia  az  alabbiakban  mindeniitt  MeV  egysegben  veendo.  Az 
iteraciok  eredmenyekent  kapott  parametereket  az  V.l.  tablazat  tartalmazza. 
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detektor 

ai 

a2 

a3 

elmeleti 

-7,8709-ir4 

3,989210  J 

2,2326-1 0  s 

IH-111L 

-9,043710^ 

MlEHtP 

2,5215-10“7 

„Berkeley” 

3,986310'3 

7,5551  10“4 

4,5280-10_s 

„GAMMA” 

3,95 17-1  ()' 

2,5 186- HP1 

8,1149-10-7 

V.l.  tablazat.  Energia  kalibracio  az  egyes  detektorokra.  Az  V.10.  fuggveny  parameterei. 


Mint  lathato,  az  illesztett  fuggveny  a  c)  esetben,  tehat  a  256  csatornas  „Berkeley”  detektor 
eseteben  ter  el  legjobban  a  linearistol.  Ez  az  a3  egyiitthatoban  is  tiikrozodik,  amely  legalabb  2 
nagysagrenddel  nagyobb,  mint  a  tobbi  esetben,  amelyekben  valoban  jo  kozelftessel  teljesul  a 
linearitas.  A  detektorok  energia-kalibraciojat  ezzel  elvegeztiik. 

Termeszetesen  sziikseg  van  a  fordftott  kapcsolatra,  azaz  arra  a  fiiggvenyre,  amely  adott  E 
energia  eseten  szolgaltatja  az  E-hez  tartozo  csatorna  pozfciojat.  Ez  -  tekintettel  arra,  hogy  a2 
minden  esetben  pozitfv  -  egesz  egyszeriien  az  (5.10)  masodfoku  egyenlet  pozitfv  megoldasaval 
van  adva.  Az  E(c)  energiahoz  tartozo  csatorna  tehat  a 

c(E)=-a2+Va;-4a,(a,-E(c))  (5.n) 

2a3 

formulaval  kaphato. 

V.1.3.  SZORAS  KALIBRACIO 

A  szakirodalomban  a  „felbontokepesseg-energia”  fiiggvenykapcsolatot  szoktak  vizsgalni 
[1,  2,  7].  Az  T]  energia-felbontast  az  1.8.  formulaval  mar  a  bevezetoben  definialtuk.  Ott  vilagossa 
valt,  hogy  ez  a  mennyiseg  alapvetoen  a  w  felertek  szelessegtol  fiigg,  ez  utobbi  azonban  (1.11) 
szerint  szigoruan  egyenesen  aranyos  a  Ge  szorassal  -  az  E  indexszel  arra  utalunk,  hogy  a  szorast 
energia-egysegben  kell  memi  Igy  az  T]  =  w/E  fuggveny  helyett  kalibralhatjuk  a 
valaszfiiggveny  generalasa  szempontjabol  kozvetlenebb  rjo  =  <3e/E  fiiggvenyt.  Ez  a  fuggveny  a 
tapasztalatok  alapjan  jol  lefrhato  az 

(5A2) 

fiiggvennyel.  Ez  a  fuggveny  a  parameterekben  nem  linearis,  de  a  negyzete  mar  igen.  Igy 

feladatunk  az  r|02  fuggveny  optimalis  parametereinek  meghatarozasa,  ami  igy  szinten  linearis 

parameterillesztesi  problema.  Az  iteracios  B  matrix  i-edik  sora  ebben  az  esetben:  (1,  1/E,). 

(i  =  1,  2,  ...  N),  es  vilagos,  hogy  Vi  =  rjoi2  =  oEi2/E,2.  A  kalibralo  izotopok  spektrumaban  tehat 

keresiink  fotocsucsokat,  ezekre  az  V.1.1.  pont  szerint  Gauss-gorbet  illesztiink,  kiszamftjuk  a  gE; 

szorast  minden  csucs  eseten,  es  alkalmazzuk  az  (5.5)  iteraciot. 
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a) 


A  "Berkeley"-detektor  Sz6r6s  kalibracioja 


A “GAMMA'-detektor  Szoras  kalibracioja 


c) 

V.2.  abra.  Szoras  kalibracio:  a)  elmeleti;  b)  IH-111L;  c)  „Berkeley”-detektor;  d)  „GAMMA”-detektor 


Mint  hangsulyoztuk,  a  oE  szorast  energia  egysegben  merjiik,  ha  azonban  Gauss-gorbet 
illesztiink  a  fotocsucsra,  akkor  az  illesztesbol  a  szoras  kozvetleniil  termeszetesen  „csatoma” 
egysegben  (a)  adodik.  Ezt  at  kell  szamftani  energiakiilonbsegre  (AE).  Ez  az  energiakiilonbseg  az 
(5.10)  fiiggvenybe  torteno  helyette sites sel  egyszeruen  adodik: 

AE  =  aE  =  E(c  +  o)-E(c)  =  a2o  +  2a3ca  +  a3o2  (5.13) 


ahol  c  az  E  energiaju  csucs  pozfcioja  esoac  pozfcioban  az  illesztesbol  kapott  szoras  „csatoma” 
egysegben.  A  szoras-energia  kalibracios  algoritmusban  ezt  a  konverziot  be  kell  iktatni. 


detektor 

bi 

b2 

elmeleti 

5,7242- 10^ 

3,4614-10"' 

IH-111L 

5,5465-10"' 

1,9603-10“' 

„Berkeley” 

4,4082-10"' 

5,3391-10“4 

„GAMMA” 

2,0193-10"* 

7,3188-10“4 

Y.2.  tablazat.  A  szoras-kalibracios  fiiggveny  parameterei;  a)  elmeleti  spektrumok;  b)  IH-lllL-detektor; 
c)  „Berkeley”-detektor;  d)  „GAMMA”-detektor  eseteben 

Az  egyes  detektorokra  vonatkozolag  a  kalibracios  fiiggvenyek  grafikus  kepe  az  V.2.  abran 
lathato,  az  (5.12)  fiiggveny  parametereit  pedig  az  V.2.  tablazat  tartalmazza. 
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V.1.4.  A  „CSUCS  PER  OSSZES”  FUGGYENY  KALIBRACIOJA 


A  netto  csucsteriilet  osszes  beiitesszamhoz  viszonyrtott  aranya  az 


£(E(c),d1,d2)  =  l-d1  -  exp 


A 


u2 

Etc) 


(5.14) 


fiiggvennyel  rrhato  le.  Ha  az  energia  helyett  a  jelen  celok  szerint  idealisabb  c  csatomaszamot 
valasztjuk,  akkor  figyelembe  veve  a  kozel  linearis  E(c)  fiiggvenykapcsolatot  egy  ugyanilyen 
fiiggveny  illesztheto  az  £(c,  di,  di)  arany  csatornapozrciotol  valo  fiiggesere.  Ez  a  di  es  di 
parameterekben  nem  linearis  illesztes,  rgy  (5.5)  helyett  az  altalanosabb  (5.8)  iteracios  formulat 
kell  hasznalnunk.  Az  (5.1)  minimumfeladat  most  a  kovetkezo  ketvaltozos,  valos  erteku  fiiggveny 
szelsoertekenek  meghatarozasat  jelenti: 

,2 

— >  min  (5.15) 


N 

6 

f  A  333 

'P(d„d2)  =  I 

£i  - 

1  —  dj  exp 

(i  2 

i=l 

V 

V 

l  ci  JJJ 

Innen  az  elso  derivaltak  a 

DUp)._*w&y-- 

2  ddp 

egyenloseg  alapjan  szamrthatok,  (p  =  1,  2)  a  masodik  derivaltakat  pedig  a 


N 

(  A  3 

v 

\  ? 

6 

(  a  33 

z 

£‘“ 

1  —  dj  *  exp 

O 

1  —  dx  -  exp 

0-2 

i=l 

V 

V 

l  ci ) 

)  3dp 

V 

l  Ci  JJ 

(5.16) 


D2(M)  =  -I^  =  ^Z 


2  5dpddq 


3dq  S 


1-dj  exp 


A33 


'i  JJJ 


3d,. 


1  —  dj ■ exp 


A3 


(5.17) 


■'*  JJ 


9t2  es 


osszefiiggessel  hatarozzuk  meg  (p  =  1,  2;  q  =  1,  2).  Ezzel  megszerkesztettiik  a  DI 
D2  g  91 2x2  derivaltakat,  rgy  az  (5.8)  iteracios  formula  mar  alkalmazhato. 

A  parameterillesztest  megelozoen  azonban  szamftanunk  kell  az  elmeletileg  eloallrtott, 
illetve  mert  spektrumok  alapjan  a  kalibracios  izotopokhoz  tartozo  foto-csucsok  eseten  a  netto 
csucsteriiletet.  Erre  ket  eljarast  alkalmaztunk.  Az  alapgondolat  az,  hogy  a  foto-csucsnak 
megfelelo  Gauss-eloszlasi  gorbe  egy  jo  kozelrtessel  linearisnak  tekintheto  hatteren  vagy 
bizonyos  tartomanyon  beliil  az  ugyancsak  linearis  fiiggvennyel  kozelrtheto  Compton- 
tartomanyra  tevodik  ra  (ez  utobbi  vizsgalatara  az  V.2.2.  pontban  reszletesen  kiteriink).  A  netto 
csucsteriilet  szamrtasa  azt  celozza,  hogy  a  hatteret  illetve  Compton-tartomanyt  levonjuk.  Az  elso 
egyszerubb  es  nagyobb  hibaval  alkalmazhato  eljaras  abban  az  esetben  alkalmazhato,  ha  a 
fotocsucs  koriil  nem  rajzolodik  ki  karakteresen  az  emlrtett  ket  tartomany  valamelyike,  peldaul 
kozel  eso  fotocsucsok  vagy  akar  kozeli  Compton-el  eseten.  Ekkor  a  csucsra  illesztiink  egy 
Gauss-eloszlast,  es  a  kozepertek  koriili  haromszoros  szorasnyi  (3a)  intervallumban  kiszamrtjuk 
az  osszes  beiitesszamot  (T),  majd  az  intervallum  ket  veget  egyenessel  osszekotve  kiszamrtjuk  a 
kapott  trapez  teriiletet  (H),  majd  a  ket  erteket  kivonjuk  egymasbol  („trapezlevonas”),  tehat  a 


netto  csucsteriilet  ekkor  N  =  T  -  H  (V.3.  a)  abra). 
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Netto  csucsteriilet  szamitasa 


Netto  csucsterOlet  pontosabb  szamitasa 


a)  b) 

Y.3.  abra.  Netto  csucsteriilet  szamftasanak  ket  modszere 

Ha  viszont  karakteresen  kirajzolodik  a  hatter,  akkor  a  „trapezlevonas”-t  kisebb  hibaval  is  meg 
tudjuk  valosftani,  ha  a  kozepertek  koriili  haromszoros  szorasnyi  (3o)  intervallum  ket  oldalan 
meg  kijeloliink  egy-egy  intervallumot,  melyeknek  hossza  a  fotocsucshoz  rendelt  intervallum 
hosszanak  a  fele.  Ezek  utan  szamitjuk  a  fotocsucs  alatti  teljes  beiitesszamot  (T),  majd  az  a)  abran 
H-val  jelolt  trapezteriilet  mgfelelojet  a  b)  abran  bal  es  jobb  oldalon  kijelolt  intervallumokban 
eszlet  beiitesszamok  osszegevel  kozelitjiik,  tehat  a  H  =  TB  +  TJ  kozelftest  alkalmazzuk.  Ebben 
az  esetben  az  N  =  T  -  (TB  +  TJ)  adja  a  netto  csucsteriilet  kozelfteset  (V.3.  b)  abra).  Tekintettel 
arra,  hogy  ketszeres  hosszusagu  intervallum  alapjan  szamolunk,  tovabba  nem  ketto  hanem 
3o+3o  szarmi  csatoma  osszes  beiitesszama  alapjan  kozelitjuk  a  trapez  teiiletet,  ez  utobbi 
modszer  hatekonyabban  atlagolja,  illetve  korrigalja  a  statisztikus  ingadozasokbol  adodo  hibakat. 

Vilagos,  hogy  a  kerdeses  arany  szamftasahoz  olyan  spektrumra  van  sziikseg,  amelyben 
egyetlen  fotocsucs  van,  hiszen  tobb  fotocsucs  jelenlete  eseten  bar  kiszamithatdak  a  netto 
csucsteriiletek,  ezeket  nem  lehet  egyiittesen  viszonyitani  az  osszes  beiitesszamhoz,  hiszen  a 
kerdeses  aranynak  eppen  az  energiatol  valo  fiiggeset  keressiik,  ebben  az  esetben  pedig  ez  az 
energiafiigges  kiatlagolodik.  Sajnalatos  modon  a  rendelkezesre  alio  izotopokkal  nem  volt 
lehetosegiink  ilyen  spektrumot  felvenni  (8.,  10.  12.  Melleklet),  minden  spektrumban  tobb 
fotocsucs  van.  Ezert  kenytelenek  voltunk  az  elmeleti  ilton  generalt  spektrumok  alapjan 
illusztralni  az  illesztesi  eljarast  illetve  alkalmazni  az  (5.8)  iteraciot.  Erre  kivaloan  alkalmas 
peldaul  a  K40,  Cr51,  Mn54,  Sr85  es  Nb95  izotopok  spektruma  (6.  Melleklet). 

Ezt  az  eljarast  negy  kiilonbozo  esetben  megismeteltem.  Egyszer  elvegeztem  az  illesztest  a 
program  altal  felkfnalt  standard  parameterekkel,  amelyek  alkalmazasa  mellett  a  mesterseges 
spektrumokat  is  felvettem,  majd  elvegeztem  az  illesztest  olyan  modon,  hogy  a  harom  valos 
detektor  sziikseges  adatait  is  megadtam.  A  spektrumgeneralo  program  ugyanis  lehetove  teszi, 
hogy  beallftsuk  a  meresi  idot,  az  aktivitast,  a  meresi  geometriat,  a  detektor  tipusat,  a  mereshatart 
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illetve  ami  ezzel  egyenerteku  az  egy  csatornara  juto  energiakiilonbseget,  valamit  ket 
karakterisztikus  pontban  a  fel-ertek  szelesseget.  Ezeket  az  adatokat  azonnal  megkapjuk  az  V.1.2. 
es  V.1.3.  pontbeli  illesztesek,  tehat  az  (5.10)  es  (5.12)  fiiggvenyek  es  az  V.l.  es  V.2.  tablazatok 
alapjan.  A  spektrumgeneralasra  hasznalt  adatokat  az  V.3.  tablazatban  foglaltuk  ossze. 


V.3.  tablazat.  Az  egyes  detektorok  „csucs  per  osszes”-kalibraci6jahoz  hasznalt  parameterek 

Az  (5.16)  es  (5.17)  formulakra  epiilo  iteracioval  azonban  van  egy  kis  baj.  Nem  konvergal 
a  szokasos  kezdoertekekkel,  tehat  az  (1,  1)  kezdo  ertek  par  eseten  nem  kapunk  konvergens 
iteraciot.  Ezt  a  problemat  ketfele  modon  oldhatjuk  meg.  Egyreszt  megtehetjiik  azt,  hogy 
keresiink  jobb  kezdoertekeket.  Ezt  akar  a  szakirodalombol  is  vehetjiik  [88,93]  -  hiszen  a 
7,62cm  x  7,62cm  meretu  Nal  kristalyok  kozott  nines  alapveto  kiilonbseg  vagy  probalgatassal 
is  kereshetiink  olyan  ertekpart,  amelyre  az  illesztett  fiiggveny  kozelfti  a  meresi  eredmenyeket. 
Azt  talaltuk,  hogy  a  di(0)  =  1,  d2<0)  =  0,5  ertek  par  erre  a  celra  kivaloan  megfelel.  (Pontosabban 
szolva,  az  eljaras  pi.  ad]  e  [0,7;  1,1],  do  e  [0,3;  0,8]  intervallumok  eseten  konvergens,  ezeken 
kfviil  azonban  mar  divergal.)  Egy  10  lepeses  iteracio  utan  a  szomszedos  megoldasok  elteresenek 
normaja  mar  10  17  nagysagrendu.  Egy  masik  lehetoseg  az  iteracio  stabilizalasa.  A  tapasztalat 
szerint,  ha  az  (5.1)  fiiggveny  eltereset  vizsgaljuk  ket  egymast  koveto  iteracios  parametervektor 
eseten,  akkor  az  adodik,  hogy  a  D2  masodik  derivalt  matrix  helyett  celszerii  azt  a  D  e  9t2x2 
matrixot  valasztani  iteracios  matrixnak,  melynek  definfcioja: 


N  df  df 

D(P.q)  =  Z  TT'Tr 

i=l  Odn  ddn 


(5.18) 


(p,  q  =  1,  2).  Ekkor  az  (5.8)  iteracio  szerepet  atveszi  az 

a(k+1)  =  a(k)  +  [D(a(k))]‘]  Dl(a(k))  (5.19) 

iteracios  formula.  Ennek  elonye,  hogy  nem  szlikseges  kiszamftani  a  masodik  derivaltakat.  Ha  ezt 
az  iteraciot  alkalmazzuk  a  parameterilleszteshez,  akkor  a  tapasztalat  szerint  az  eljaras  a 
kezdoertekek  sokkal  szelesebb  tartomanya  eseten  konvergalni  fog.  Ekkor  nyugodtan 
alkalmazhatjuk  az  (1,  1)  kezdoertek  part,  es  10  lepes  utan  ugyanazt  az  eredmenyt  kapjuk,  mint  az 
elozo  esetben,  ekkor  a  pontossag  10~9  nagysagrendu.  (Osszehasonlftva  az  elozovel,  az  iteracio 
ebben  az  esetben  mar  a  tagabb  d]  e  [0,4;  3]  es  d2  e  [0,1;  2]  intervallumok  eseten  is  stabil.)  Ez  a 
pontossag  celjainknak  azonban  kivaloan  megfelel.  Az  eljaras  utobb  lent  modosftasa  az  altalanos 
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esetben  is  alkalmas  az  (5.8)  iteracio  stabilizalasara,  bar  kiemeljiik,  hogy  vizsgalatainkban  ez  volt 
az  elso  eset,  amikor  instability  mutatkozott  a  kozelftesek  szamitasa  soran. 

Az  emlitett  izotopok  spektruma  alapjan  szamitott  netto  csucsteriiletek  es  az  osszes 
beiitesszamok  a  7.  mellekletben  megtalalhatok.  Az  illesztett  (5.14)  fiiggveny  grafikus  kepe, 
valamint  a  meresi  adatoknak  megfelelo  pontok  az  V.4.  abran  lathatok. 

A  "cstics  per  0sszes"-kalibrici6  az  ELMELETI  SPEKTRUMOK  alapjin  Az  IH-1  IIL-detektor  "csucs  per  6sszes"-kalibracioja 


Y.4.  abra.  A  „csucs  per  osszes”-arany  kalibracioja; 
a)  elmeleti  spektrumok  alapjan;  b)  IH-lllL-detektor  eseten 

Tekintettel  arra,  hogy  grafikusan  alig  eszlelheto  kiilonbseg  az  egyes  gorbek  kozott 
-  takarekoskodva  a  hellyel  nem  szerkesztettiik  be  az  osszes  detektor  esetere  az  illesztett 
gorbet,  csak  az  illesztes  alapjan  kapott  parameterek  erteket  foglaltuk  bele  az  V.4.  tablazatba. 


„detektor” 

di 

d2 

elmeleti  spektrum 

9,4715-ir1 

4,5006  10_1 

IH-111L 

1,0091 

4,8343-10_1 

„Berkeley” 

9,472010“1 

4,5073  10“1 

„GAMMA” 

9,4436-ir1 

4,469710  1 

Y.4.  tablazat:  A  „csucs  per  osszes”-fiiggveny  parametereinek  erteke  az  egyes  detektorokra  vonatkozolag 

A  tablazatbol  kitunik,  hogy  a  parameterek  erteke  igen  kevesse  lugg  a  detektor  csatomainak 
szamatol  -  amit  jozan  esszel  el  is  vartunk  egyetlen  kivetel  az  IH-111L  detektor,  ahol  a 
tobbihez  kepest  szamottevobb  az  elteres,  de  ennek  az  az  oka,  hogy  ebben  a  detektorban  a 
szcintillator  Csl  kristaly,  a  tobbiben  pedig  Nal.  Ez  az  elteres  az  V.3.  tablazatban  is  jol  lathato. 
A  3.  sorbol  kitunik,  hogy  a  Csl  szcintillator  eseten  a  felertek  szelesseg  -  nem  csak  a  ket 
karakterisztikus  pontban  hanem  az  (5.12)  fiiggveny  szerint  mindeniitt  -  szamottevoen,  mintegy 
50-80%-kal  nagyobb. 
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V.1.5.  HIBASZAMITAS 


Terjedelmi  korlatok  miatt,  tovabba  mert  ertekezesemben  nem  meresi  eredmenyek 
kiertekelesevel  foglalkozom,  nem  iktattam  be  sehol  a  hibaszamitast,  vagy  pontosabban  szolva  a 
meres  bizonytalansaganak  kerdeskoret.  De  nyilvanvalo,  hogy  ha  az  V.l.  pont  parameterbecslesi 
algoritmusainak  eredmenyet  ertekeljiik,  ha  a  valaszmatrix  eloallitasahoz  sziikseges  kalibracios 
fiiggvenyeket  parametrizaljuk,  illetve  ha  az  ezekhez  sziikseges  szamitasokat,  mereseket 
elvegezziik,  nelkiilozhetetlen  a  bizonytalansag  becslese.  A  tema  szakirodalma  boseges,  en  a 
[4,55,58,59]  koteteket  emlitem. 

Bevezeto  peldakent  bemutatom  az  aktivitas  szamitasahoz  es  a  „csucs  per  osszes” 
fiiggveny  kalibraciojahoz  egyarant  sziikseges  netto  csucsteriilet  meghatarozasanak 
bizonytalansagat.  Az  V.3.a)  abran,  ahol  a  Compton-hatteret  vonjuk  le  az  N  =  T  -  H  formula 
szerint,  a  hibabecslesre  ket  lehetoseg  van.  Ha  feltetelezziik,  hogy  a  T  es  H  fiiggetlenek,  akkor  - 
tekintettel  arra,  hogy  fiiggetlen  valoszinusegi  valtozok  osszegenek  szorasnegyzete  a 
szorasnegyzetek  osszege  -,  kapjuk,  hogy  aN2  =  CJT2  +  oH2.  Figyelembe  veve,  hogy  a  beiitesszam 
Poisson  eloszlast  kovet,  teljesiil,  hogy  oT  =  Vt  ,  hasonloan  az  intervallum  bal  es  jobb 
vegpontjaban  a  beiitesszamot  rendre  B-vel  es  J-vel  jelolve,  ezek  szorasa  rendre  Vb  es  VJ .  Az 


idezett  tetel  szerint  a  trapez  teriiletenek  hibaja  oH  =  L\/B  +  j/2  ,  ahol  L  jeloli  a  csucshoz  tartozo 
intervallumok  szamat.  Ezzel  a  netto  csucsteriilet  abszolut  hibaja 
oN  =  ft  +  L2(B  +  j)/4  =  yj N  +  H(L/2  +  l) .  Vilagos  azonban,  hogy  a  T  netto  csucsteriilet  nem 
fiiggetlen  a  B  es  J  mennyisegektol,  pontosabban  nem  korrelalatlanok.  Az  elobbi  eredmeny 
modositasra  szorul,  a  pontos  eredmeny  oN  =  ^/N  +  H(L/2 -l) . 

Ez  az  eredmeny  a  valoszmusegelmelet  altalanos  teteleinek  illetve  ezek  kovetkez- 
menyeinek  specialis  esete.  Ezekre  a  tetelekre  sziikseg  van  minden  fent  emlftett  esteben,  ezert 
vazlatosan  bemutatom  a  legfontosabb  ide  vonatkozo  osszefiiggeseket.  Ha  a  q  valoszinusegi 
valtozo  az  ai,  ...  ,  arparameterektol  fiigg  a  t,  =  f  (ai,  a2,  ...  ,  ar)  fiiggveny  szerint,  tovabba  az 
ai,  a2,  ...  ,  ar  mennyisegek  fiiggetlenek,  akkor  a  c,  valtozo  o2(c>)  szorasnegyzetenek  es  az  egyes 
parameterek  a2(ai)  szorasnegyzetenek  kapcsolatat  a  Gauss-torveny  irja  le: 

df 


!te)=z 


S^a, 


'(a,) 


(5.49) 


A  parameterillesztesekkel  kapott  fiiggvenyertekek  bizonytalansagat  ezzel  a  formulaval  kell 
becsiilni.  Ha  azonban  a  parameterek  nem  fiiggetlenek  a  Gauss-torveny  korrelalt 
mennyisegekre  vonatkozo  alabbi  altalanositasat  kell  alkalmazni: 


113 


£^ai 


fe)  =  Z  T~  o2(ai)  +  2Hf 


3f  3f 


i=lk<i°ai 


3a-  3a, 


^i,ak) 


(5.50) 


ahol  a  kovarianciat  a  statisztikabol  ismert 


(ai’ak)- — rZ(aij  -aiXaki  _ak) 


n-lj 


(5.51) 


formulaval  szamitjuk,  ha  rendelkezesre  all  n  db  meresi  eredmeny.  Azonban  ez  a  gyakorlatban 
nem  mindig  teljesiil,  elofordul,  hogy  mindossze  egyetlen  adatunk  van,  amely  egy  ismert 
eloszlasu  valoszmusegi  valtozonak  egy  adott  erteke.  Ebben  az  esetben,  ha  feltessziik,  hogy  a,  es 
ak  korrelalnak,  vagyis  letezik  legalabb  egy  olyan  mennyiseg  -  legyen  ez  ,.b”  amelytol 
mindketto  fiigg,  akkor  a  kovariancia  a  kovetkezo  osszefiiggessel  szamfthato: 


cov(ai,ak)  =  ^  a2(b) 


(5.52) 


Az  (5.49)  es  (5.50)  formulak  alkalmazasaval  -  (5.51)  es  (5.52)  figyelembe  vetele  mellett  -  a 
bizonytalansag  becslesehez  sziikseges  szamftasok  elvegezhetok. 

Meglepo  modon  akkor  is  sziikseg  lehet  az  altalanosabb  (5.50)  formla  alkalmazasara,  ha 
nyilvanvaloan  fiiggetlen  mennyisegek  hibabecsleset  vegezziik.  Peldakent  emlitem  az  ertkezesem 
targyat  kepezo  harom  alapveto  mennyiseg,  az  aktivitas  becslesehez  sziikseges  netto  csucsteriilet, 
a  Gauss  gorbevel  kozelftett  csucsok  szorasanak  vagy  felertekszelessegenek  es  a 
csucspozrcioknak  vagy  gamma  energiaknak  a  kapcsolatat.  Vilagos,  hogy  ezek  fizikai 
szempontbol  teljesen  fiiggetlen  mennyisegek,  matematikai  kifejezessel  elve,  paronket  fiiggetlen 
valoszmusegi  valtozok.  A  netto  csucsteriilet  az  izotop  aktivitasatol,  a  meresi  geometriatol  fiigg,  a 
felertek-szelesseg  a  detektorra,  a  kristalyra  es  az  elektronikus  rendszerre  jellemzo  adat,  a  gamma 
energia  pedig  gyakorlatilag  hiba  nelkiil  ismeheto  -  de  nem  a  meresbol  hanem  -  a 
szakirodalombol. 

Mivel  -  mint  az  1.1.  pontban  mar  emlftettem  -  a  spektrum  gyakorlatilag  egy  hisztogram, 
nem  pontos  energiaertekeket  szolgaltat,  hanem  adott  energia  intervallumra  kterjedo  osszeget 
jelent,  a  szomszedos  hisztogram-oszlopokra  illesztett  Gauss-gorbe  kozeperteke  hibaval  terhelt. 
Nem  adodik  tehat  pontosan  a  gamma  energia.  Az  V.10.  illesztofiiggveny  tekintetbe  vetelevel,  a  c 
csatornahoz  tartozo  E(c)  energia  szorasnegyzetere  az  (5.50)  formula  alapjan  a  kovetkezot 
kapjuk: 


o2(e(c))  =  o2(c)(a2  +  2a3c)2  +  o2(aJ  + o2(a2)- c2  +o2(a3)-c4  + 
+  2cov(a1,a2)  -  c  +  2cov(a1,a3)-c2  +  2cov(a2,a3)-c3 


(5.52) 


A  becsiilt  hiba,  ennek  negyzetgyoke.  Hasonlo  modon  becsiilheto  a  felertekszelesseg  hibaja  is. 
Ezeknek  a  hibaknak  a  kapcsolatat,  a  meresi  eredmenyekre  gyakorlot  egyiittes  hatasat  az  emlitett 
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mennyisegek  sztochasztikus  kapcsolatat  lefro  C  kovarianciamatrix  hatarozza  meg.  Ennek  a 
szimmetrikus  C  matrixnak  a  foatlojaban  allnak  a  szorasnegyzetek,  a  foatlo  alatt  es  felett  pedig  az 
(5.51)  illetve  (5.52)  -  ertelmezesbol  adodoan  szimmetrikus  -  kovarianciak  allnak.  A 
szorasnegyzetek  nyilvan  pozitfv  mennyisegek,  a  kovarianciak  azonban  nem  kotott  clojcluek.  Ha 
ket  adott  mennyiseg  kovarianciaja  negatfv,  ez  azt  jelenti,  hogy  az  egyik  mennyiseg  adott  ertelmu 
valtozasa,  maga  utan  vonja  -  nyilvan  sztochasztikus  ertelemben  -  a  masik  mennyiseg  ellentetes 
ertelmu  valtozasat.  Ha  tehat  az  emlftett  mennyisegek  hibainak  egyiittes  hatasat  vizsgaljuk,  vagyis 
azt,  hogy  az  egyik  hibajanak  milyen  hatasa  van  a  masik  mennyiseg  hibajara,  akkor  a 
kovarianciak  elojelet  kell  megvizsgalni.  Megnyugtato  eredmeny  akkor  adodik,  ha  a 
kovarianciamatrix  foatlon  kfviili  komponensei,  tehat  a  kovarianciak  mind  negatfvok,  mert  ez  azt 
jelenti,  hogy  a  egyes  mennyisegek  hibai  kompenzaljak  egymast. 

V.2.  A  VALASZ  MATRIX  GENERALASA 

Az  elozo  negy  kalibracios  fiiggveny  birtokaban  mar  generalhatjuk  a  valaszfiiggvenyt 
minden  egyes  szcintillacios  detektorra.  A  valaszfiiggveny  eloallftasanal  ket  lenyegesen 
kiilonbozo  reszletre  kell  odafigyelniink,  a  Gauss-gorbevel  lefrhato  csucsokra  (foto-, 
visszaszorasi-,  kiszokesi-,  stb)  es  a  Compton-tartomanyra.  Mivel  ez  elvileg  is  ket  kiilonbozo 
feladat  es  az  algoritmus  illetve  a  kod  is  ennek  megfeleloen  ket  reszre  bomlik,  ket  pontban 
targyalom. 

V.2.1.  A  FOTOCSUCS  GENERALASA  MONTE-CARLO  ALGORITMUSSAL 

A  fotocsucs  egyszeriien  megadhato  analitikus  alakban,  ilyen  modon  is  eloallfthato 
valaszfiiggveny.  Mivel  azonban  a  szakirodalomban  nagyon  gyakran  alkalmaznak  kiilonbozo 
Monte-Carlo  algoritmusokat  [100,109]  a  problemakorben  -  melyekre  csak  egy-egy 
mozaikszoval  hivatkoznak,  tehat  nem  lehet  tudni  pontosan,  hogy  „mi  van  mogottiik'’  -,  ezert  mi 
is  egy  egyszeru  Monte-Carlo  algoritmust  szerkesztettiink  a  valaszfiiggveny  eloallftasara.  Ennek 
az  az  elonye  a  sima,  analitikus  fiiggvenyekhez  kepest,  hogy  jobban  hasonlft  a  valos 
spektrumokhoz,  hiszen  a  detektor  impulzus  valasza  mindig  tartalmaz  statisztikus  ingadozasokat, 
sosem  sima  fiiggveny,  ezt  jol  tiikrozi  a  veletlen  szamokkal  generalt  impulzus  valasz.  Ha  sima 
fiiggvenyre  van  sziikseg,  ezt  egyszeriien  lesirmthatjuk  peldaul  a  IV.  1-2  pontokban  lent 
konvolucioval. 

Egyetlen  dologra  kell  figyelemmel  lenni  ennel  az  algoritmusnal,  integralhato 
fiiggvenyekkel  kell  lefrni  a  spektrum  alakjat.  Marpedig  az  exp(-x2/2)  Gauss-fiiggveny  nem 
integralhato,  azonban  nagyon  jol  kozelftheto  integralhato  fiiggvennyel.  A  szakirodalomban 
[93,102]  tobb  helyen  idezik  es  alkalmazzak  az 
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(5.20) 


f  (x ) : 


4exp(a  ■  x) 

(l  +  exp(a  ■  x))“ 


kozelftest.  En  azonban  megadtam  egy  jobb  approximaciot  szolgaltato  fiiggvenyt,  amely  a 

g(x): 


— (5-21) 
a2  +  ctr(a3x) 

parameteres  alakbol  kaphato,  ha  ebben  az  ismeretlen  parametereket  meghatarozzuk.  Sziikseges 
feltetel,  hogy  g(0)  =  1  legyen.  Ebbol  kovetkezik,  hogy  a,  =  a2  +  E  Ha  azt  szeretnenk,  hogy  g(x) 
viszonylag  egyszeru  primitfv  fiiggvennyel  rendelkezzen,  akkor  &2  -  1  jo  valasztas,  ahonnan 
ai  =  2,  fgy  egyetlen  feladat  marad  a3  illetve  hasonlokeppen  (5.20)-ban  az  „a”  parameter 
meghatarozasa.  Tulajdonkeppen  az 


f  (x)-exp 


A  x2^ 


— >  min  illetve  a 


g(x)-exp 


A  x2^ 


— >  mm 


(5.22) 


szelsoertek  problema  megoldasa  feladat.  Ezek  megoldhatoak  az  V.l.  pontbeli  elvi  alapokon,  de 
egyszeriibben  is,  hiszen  mindossze  egy  parametertol  fiiggenek,  melynek  erteke  nyilvan  benne 
van  pi.  a  [0,  2]  intervallumban.  Igy  nem  kell  mast  tenniink,  mint  az  emlftett  intervallumbol 
kelloen  suriin  valasztva  a  parametereket,  mindegyikre  kiszamftjuk  az  elteresek  normajat,  es  azt  a 
parametert  valasztjuk  optimalis  megoldasnak  melyre  ez  az  elteres  a  legkisebb.  Ilyen 
szamftasokkal  az  adodik  hogy  az  optimalis  esetben  a  =  1,5600  illetve  a3  =  1,0000.  A  ket  kozelito 
fiiggvenyt  a  Gauss-gorbevel  egyiitt  az  V.5.  abra  a)  es  b)  reszen  abrazoltuk. 


V.5.  abra.  Gauss  gorbe  (folytonos  gorbe)  approximacioja 
a)  az  f(x);  b)  a  g(x)  fiiggvennyel  (pontozott  gorbek) 


Vizualisan  is  lathato,  hogy  a  g(x)  pontosabb  kozelftes,  de  szamszeriive  is  tessziik  az  elterest.  Ha 
csak  haromszoros  szorasnyi  intervallumot  tekintiink  -  tobbre  nines  sziikseg,  hiszen  a  centrumtol 
nagyobb  tavolsagban  a  hatter  illetve  a  Compton-kontinuum  elnyomja  a  Gauss-gorbet  -,  a  ket 
fiiggveny  elteresenek  normaja  rendre  0,1375  illetve  0,0588,  tehat  a  g(x)  fiiggveny  egy 
nagysagrenddel  jobban  kozelfti  a  Gauss-eloszlast.  Ez  a  kozelftes  egy  valaszfiiggveny  generalasa 
szempontjabol  kielegftoen  pontosnak  tekintheto. 
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A  g(x)  kozelrtest  azert  kerestiik,  hogy  integralhato  fiiggvenyt  kapjunk.  Azonos 
atalakrtasokkal  azt  kapjuk,  hogy 

2  4  8 


g(*): 


(5.23) 


l  +  ch2(x)  3  +  ch(2x)  6  +  exp(2x)  +  exp(-  2x) 
ez  pedig  a  t  =  exp(2x)  helyettesrtessel  racionalis  tortfiiggveny  alakot  olti,  ami  pedig  standard 
modszerekkel  integralhato.  Ha  alkalmazzuk  az  a  =  -3  +  2V2  es  (3  =  -3  -  2V2  jeloleseket  a 
nevezo  gyokeire,  akkor  g(x)  primitrv  fiiggvenye  az  alabbi  formaba  rrhato: 

|exp(2x)-a| 


jg(x)dx  =  ^-ln| 


+  C 


(5.24) 


|exp(2x)-p| 

(5.24)  alapjan  pedig  mar  igen  egyszeruen  lerrhato  a  Gauss-gorbet  igen  jo  kozelrtessel  generalo 
Monte-Carlo  algoritmus.  Esetiinkben  egy  veletlen  szam  azon  energiaertek,  amilyen  energiajunak 
eszleljiik  a  fotont  a  detektalas  soran.  Ez  a  „v”  veletlen  szam  pedig,  bevezetve  a  y  =  (1  -  a)/(l  -  (3) 
jelolest  es  alkalmazva  az  (5.24)  formulat,  akovetkezo  hanyadossal  egyenerteku: 


j  g(x)dx 


v  =  ^- 


1 


j  g(x)dx 


in(y) 


In 


exp(2E)-a 


exp(2E)-(3 


■y 


(5.25) 


amelyre  mar  v  e  [0,  1].  Ha  az  (5.25)  osszefiiggest  invertaljuk,  azaz  kifejezziik  E-t,  akkor  az 


E  =  -  ■  In 
2 


(3-exp(v-ln  y)-ay 


/  ,  X  1  (5-26) 

exp(v-ln  yj-y 

osszefiiggest  kapjuk.  Az  (5.26)  osszefiigges  birtokaban  az  eljaras  a  kovetkezo.  Definialunk  egy 
g  g  9tm,  g  =  0  vektort,  ahol  m  a  csatomak  szama,  ezutan  generalunk  egyenletes  eloszlassal  egy 
v  g  [0,  1]  veletlen  szamot,  kiszamftjuk  E  erteket  es  az  E-energiahoz  tartozo  csatorna  tartalmat 
1  egyseggel  noveljiik.  Ezt  a  muveletet  ismeteljiik  sokszor,  tipikusan  104-107  alkalommal.  Ezzel 
az  eljarassal  megkapjuk  az  V.5.  abran  lathato  fel  Gauss-gorbet. 

Ezek  utan  ha  egy  Ef  centrumu  (Ef  =  fotoenergia)  es  o  szorasu  Gauss-gorbet  szeretnenk 
generalni,  akkor  kell  generalnunk  meg  egy  Vi  veletlen  szamot,  amely  azonban  csak  a  -1  es  +1 
ertekeket  veszi  fel,  es  az  elozoekben  kapott  E  energiaertekkel  az  Ef  +  Vf-o-E  energiaju  cellaban 
noveljiik  meg  egy  egyseggel  a  cellatartalmat.  A  veletlen  szamok  generalasaval  gyakorlatilag 
fotonokat  szimulalunk.  A  Gauss-gorbe  eseten  egy  jo  kozelrteshez  nagysagrendileg  legalabb 
105- 106  foton  sziikseges,  ha  ehhez  hozzavessziik  meg  a  Compton-tartomany  szimulaciojat  es 
felidezziik,  hogy  a  valaszfiiggvenynek  256-512-1024  oszlopa  van,  es  azt,  hogy  ezt  a  muveletsort 
minden  oszlop  eseten  el  kell  vegezni,  akkor  vilagos,  hogy  az  algoritmus  sok  szamrtast  igenyel. 
De  nyilvanvalo,  hogy  ezt  a  valaszfiiggvenyt  csak  egy  alkalommal  kell  eloallrtani,  utana  minden 
egyes  dekonvolucios  szamftas  eseteben  mar  rendelkezesre  all.  Ebbol  az  idobol  nemileg 
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lefaraghatunk,  ha  tekintetbe  vessziik,  hogy  a  Gauss-gorbe  szimmetrikus,  rgy  eleg  csak  az  egyik 
felet  generalni,  a  masik  fele  mar  tiikrozessel  kaphato.  Igy  legalabb  a  csucsoknal  megsporoljuk  a 
sziikseges  veletlen  szamok  generalasanak  a  felet,  ami  szamottevo  idotartam  lehet. 

Az  V.6.  abran  lathato,  hogy  hogyan  kozelft  egyre  jobban,  es  hogyan  simul  ki  egyre  jobban 
az  m  =  300,  o  =  10  parameterekkel  adott  Gauss-gorbe  Monte-Carlo  koddal  kapott 
approximacioja.  Az  a)  abran  104db  veletlen  szamot  generaltunk  -  a  gorbe  egyik  felehez  -  ez, 
meg  meglehetosen  rossz  kozelrtes,  nagy  a  „szoras”  a  gorbe  koriil,  ellenben  a  b)  abran,  ahol  a 

' 7 

szimulalt  fotonok  szama  10  db,  a  kozelltes  -  egy  valaszfiiggveny  szempontjabol  -  tokeletesnek 
tekintheto. 


Gauss  gorbe  kbzelitese  Monte-Carlo  algoritmussal,  N  =  10000  Gauss  gorbe  kozelitese  Monte-Carlo  algoritmussal,  N  =  10.000.000 


a)  b) 

V.6.  abra.  Gauss-gorbe  generalasa  Monte-Carlo  algoritmussal 
a)  N  =  104  db;  b)  N  =  107db  foton  szimulaciojaval 


Tajekoztataskeppen  kozoljiik,  hogy  a  b)  abra  eseten  a  szamrtasi  ido  ~  50s  ugy,  hogy  csak  a  fel 
gorbet  generaltuk.  Innen  kovetkeztethetiink  a  teljes  valaszfiiggvenyhez  sziikseges  osszes 
szamltasi  ido  nagysagrendjere,  de  ismet  hangsiilyozzuk,  hogy  ezt  a  szamftast  csak  egyszer  kell 
elvegezni. 


V.2.2.  A  COMPTON-CONTINUUM  KOZELITESE  MONTE-CARLO 
ALGORITMUSSAL 


Ahhoz,  hogy  a  Compton-tartomanyt  is  le  tudjuk  rrni  a  valaszfiiggvenyben,  mindenekelott  a 
Klein-Nishina  formulat  (a  tovabbiakban  „KN-formula”)  kell  tanulmanyoznunk  [1,2,4].  Ez  a 
fiiggveny  frja  le  analitikus  modon  az  energiaatadas  folyamatanak  differencialis 
hataskeresztmetszetet,  tehat  annak  valoszrnuseget,  hogy  a  foton  altal  a  Compton- szoras  soran 
atadott  energia  adott  ertek.  Ez  a  formula  a  kovetkezo: 

1 2 


KN(E)  : 


do  TXr: 


dK 


1  + 


1- 


k(k-ke) 


+ 


k(k-ke) 


(5.27) 
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Ahol  re  az  elektron  sugara,  E  a  foton  energiaja,  Ee  az  elektronnak  atadott  energia,  k  =  E/mc2, 
ke  =  Ee/mc2.  Ennek  a  formulanak,  vizsgalataink  szempontjabol,  ket  hatranya  van.  Egyreszt  az, 
hogy  analitikusan  nehezen  kezelheto,  marpedig  a  Monte-Carlo-kod  kivitelezesehez  egyszeriien 
integralhato  fiiggvenyre  van  sziikseg.  Ennek  folyomanya  az,  hogy  a  KN-formulat  elsosorban 
grafikusan  fogjuk  vizsgalni,  azt  a  kerdest  vetjiik  fel,  hogy  milyen  egyszeru  szerkezetu, 
analitikusan  konnyen  kezelheto  fiiggvennyel  lehet  a  KN-formula  altal  adott  gorbeket  kozelfteni, 
de  nem  a  legkisebb  negyzetek  feladata  szerint.  Van  azonban  az  osszefiiggesnek  egy  masik 
hatranya  -  amely  fizikai  szempontbol  nagyon  lenyeges  -,  hogy  ez  a  formula  csak  arra  az  esetre 
szolgaltatja  a  hataskeresztmetszetet,  amikor  a  szcintillacios  kristalyban  minden  foton  eseteben 
pontosan  egyszer  kovetkezik  be  Compton-szoras.  Mivel  a  kfserletileg  felvett  spektrumok 
Compton-tartomanya  -  kiilonosen  a  0-1  MeV  intervallumban  -  jelentosen  elter  ettol  az  elmeleti 
eredmenytol,  arra  lehet  kovetkeztetni,  hogy  a  Compton-szorasok  szama  tobb  mint  egy.  Ezt  a 
torzulast  az  elmelet  is  alatamasztja,  bar  analitikus  formulak  nem  leteznek  a  kapott  Compton- 
gorbe  lefrasara,  csak  algoritmusok,  amelyekkel  azt  generalni  lehet  [36].  Ez  a  modosulas  nyilvan 
tobb  parameter  fiiggvenye,  tobbek  kozt  fiigg  a  detektor  meretetol  es  a  foton  energiajatol  is.  A 
tobbszoros  szorodasnak  koszonhetoen  az  elmeletileg  josolt  fiiggveny  torzul,  megtartja  jelleget  de 
a  tapasztalatok  szerint  minel  tobb  a  szorodasok  szama,  a  gorbe  annal  jobban  ellapul  es  a  csucsok 
annal  kevesbe  magasak  [34,  37].  A  meresek  tanusaga  szerint  ez  a  jelenseg  elsosorban  a 
0-1  MeV  tartomanyban  dominal,  E  >  IMeV  eseten  az  elmeleti  fiiggvenykapcsolat  sokkal  jobb 
kozelftes,  mint  alacsony  energiakon.  Ennek  a  tapasztalatnak  a  kovetkezmenyekeppen  a 
Compton-tartomany  vizsgalatat  es  kozeliteset  ket  lepesben  vegezziik  el,  kiilon  foglalkozunk  az 
alacsony  energiak  0  <  E  <  1  MeV  tartomanyaval  es  kiilon  az  IMeV  <  E  energiatartomannyal. 

V.2.2.1.  A  COMPTON-CONTINUUM  KOZELITESE  AZ  E  <  1  MeV 
ENERGIATARTOMANYBAN 

Alacsony  energiak  eseten  a  KN-formula  altal  megadott  hataskeresztmetszet  energiafiiggese 
az  V.7.  abran  lathato  kiilonbozo  foton-energiak  eseten  az  Ec  Compton-el  -ig.  A  Compton-elt  az 
V.2.2.  pontban  bevezetett  jelolesek  alkalmazasa  eseten  az  alabbi  formula  szolgaltatja: 

Ec  =  E  ■  (5.28) 

l  +  2k 

Az  abra  alapjan  elfogadhatonak  tunik  az  az  allaspont,  hogy  a  valoszfnuseg  eloszlas  egy 
„aszimmetrikus  parabolaval”  kozelitheto.  Pontosabban  az  eloszlasnak  van  egy  energiafiiggo 
minimuma,  ennek  ket  oldalan  egy-egy  fel  parabolaval  lehet  kozelfteni  a  gorbet.  Azonban,  mint 
azt  az  elozo  pontban  emlftettiik,  nem  ezeknek  az  elmeleti  gorbeknek  az  approximacioja  a  feladat, 
hanem  a  meressel  kapott  spektrumok  vizsgalata  vezet  celra. 
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A  Compt.-szoras  hkm-e  a  0,2-1  MeV  tart.-ban  0,1  MeV  lepesekben 


V.7.  abra.  Az  energiaatadas  differencialis  hataskeresztmetszete  a  Klein-Nishina  formula  alapjan 
a  0,2-1  MeV  tartomanyban  0,1  MeV  lepeskozzel,  egy  512  csatornas  detektor  eseten. 

Tekintettet  arra,  hogy  a  rendelkezesiinkre  alio  izotopok  kozott  nem  volt  olyan,  amelyik 
karakteres  Compton-tartomanyt  szolgaltatott  volna,  ezert  -  hasonloan  a  „csucs  per  osszes”  aranyt 
megado  fuggveny  kalibraciojahoz  -,  sajnos  csak  a  www.nucleonica.net  weboldalon  eloallltott 
spektrumokra  tudunk  tamaszkodni.  (En  az  ertekezesemben  a  modszert  szeretnem  leirni,  aminek 
hatekonysagat  az  adott  esetben  illusztralni  fogom.  Ha  egy  alkalmazo  kello  szamu  es  minosegu 
spektrummal  rendelkezik,  akkor  a  kovetkezokben  lefrt  modszer  valtoztatas  nelkiil  alkalmazhato.) 

Az  eljaras  ezutan  a  kovetkezo.  Valasszunk  ki  egy  olyan  szcintillacios  gamma-spektrumot, 
amely  egyetlen  fotocsucsot  tartalmaz  es  a  foton  energiaja  a  0-1  MeV  tartomanyban  van.  Ez  utan 
keressiik  meg  a  Compton-continuum  minimumhelyet,  majd  ettol  jobbra  es  balra  egyarant 
illessziik  egy-egy  fel  parabolat  a  tartomany  kijelolt  darabjaira  -  termeszetesen  ugy,  hogy  az 
illesztesre  kijelolt  tartomanyokban  mar  ne  legyenek  benne  a  ket  vegen  megjeleno  lekerekitett 
reszek  -,  majd  a  kapott  fiiggvenyeket  extrapolaljuk  bal  oldalon  0  MeV  energiaig,  jobb  oldalon 
pedig  az  Ec  Compton-el-ig.  Egy  ilyen  illesztes  lathato  az  V.8.  abran. 


A  Nb95  izotdp  Compton  tartomanya  az  illesztett  parabolakkal 


V.8.  abra.  Az  abran  a  Nb95  izotop  512  csatornas  detektorra  modellezett  elmeleti  spektrumanak  Compton- 
tartomanya  lathato  (folytonos  gorbe),  illetve  az  illesztett  parabolak  (pontozott  gorbe  a  bal  oldalon 

es  ’x’  jelekkel  rajzolt  gorbe  a  jobb  oldalon). 


120 


Mint  lathato,  a  Compton-tartomany  kozelftesehez  nagyon  jo  valasztas  a  parabolakkal  torteno 
approximacio.  Az  abran  megjeloltiik  azokat  a  parametereket  amelyekre  sziiksegiink  van  ahhoz, 
hogy  egy  adott  E  foton  energia  eseten  meg  tudjuk  rajzolni  az  abran  is  jelolt  ket  fel  parabolat. 
Ezek  a  kovetkezok:  A  Comtpon-tartomany  minimumhelye  (MinH)  es  minimuma  (Min),  tovabba 
az  eloszlasi  gorbe  extrapolalt  erteke  0  MeV  energiaertekre,  tehat  a  bal  oldali  maximum  (MaxB) 
es  az  eloszlas  extarpolalt  erteke  az  Ec  Compton-el-re  (MaxJ),  tehat  a  jobb  oldali  maximum. 
Ezen  kfviil  sziikseg  van  meg  a  gorbek  eloallftasahoz  a  hi  =  MaxB/Min  es  a  h2  =  MaxJ/Min 
aranyra.  A  szamftott  adatokat  a  Cr51,  Sr85,  Nb95  es  Mn54  izotopokra  vonatkozolag  a  14. 
melleklet  tartalmazza.  Az  emlltett  tablazat  negy  adott  foton-energia  esetere  tartalmazza  a 
sziikseges  adatokat,  azonban  vilagos,  hogy  a  valaszfiiggveny  generalasahoz  minden  lehetseges 
energiaertek  esetere  sziikseges  ismemiink  az  emlltett  adatokat.  Ahhoz,  hogy  a  valaszfiiggvenyt 
eloallfthassuk,  a  kovetkezot  tessziik.  A  vizsgalt  negy  izotop  esetere  abrazoljuk  egy-egy 
koordinatarendszerben  a  MinH,  hi,  I12  es  MaxJ  ertekek  energiafiiggeset,  majd  a  grafikus  kep 
alapjan  egy-egy  parameterektol  fiiggo  fiiggvenyt  illesztiink  a  meressel  kapott  pontokra  ugy,  hogy 
a  parameterek  legjobb  erteket  a  legkisebb  negyzetek  feladatanak  megoldasaval,  iteracioval 
hatarozzuk  meg,  pontosan  ugy  ahogyan  azt  az  V.  1.1-4.  pontokban  tettiik.  Ennek  a  negy 
mennyisegnek  az  ismerete  pontosan  elegendo  a  ket  fel-parabola  eloallftasahoz. 

Elsokent  a  Compton-tartomany  minimumhelyet  kalibraljuk.  A  meresi  eredmenyek  alapjan 
ebben  az  esetben  is  alkalmas  valasztasnak  tunik  a  masodfoku  fiiggveny.  Az  E  energia  es  a  MinH 
minimumhely  kotott  tehat 

E(MinH)  =  pi  +  p2-MinH  +  p3-MinH2  (5.29) 

alaku  fiiggvenykapcsolatot  teteleziink  fel.  Mivel  a  parameterekben  ez  egy  linearis  illesztesi 
feladat,  ismet  az  (5.5)  iteraciot  alkalmazhatjuk.  A  meresi  eredmenyek  es  az  iteracioval  illesztett 
gorbe  az  V.9.a)  abran  lathato. 


A  minimumhely  kalibracioja  (0-1  MeV) 


csucspozicio 


A  jobb  oldali  maximum  kalibracioja  (0-1  MeV) 


jobb  oldali  maximum 


a)  b) 

Y.9.  abra.  A  Compton-tartomany  a)  minimumhely enek;  b)  jobb  oldali  maximumanak 
kalibracioja  rendre  masodfoku  fiiggveny  illetve  hiperbola  illesztesevel. 
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A  kapott  parametereket  az  V.5.  tablazat  tartalmazza. 


Parameter 

Pi 

P2 

P3 

Illesztessel  kapott  ertek 

3,7307-10_1 

-5,701810“3 

1,286710“4 

V.5.  tablazat:  A  Compton-minimum  helyenek  kalibralt  parameterei 


A  Compton-tartomany  Compton-el-hez,  tehat  az  Ec-hez  tartozo  jobb  oldali  maximuma  jobban 
kozelftheto  egy  hiperbolaval.  Az  illesztendo  fiiggvenyt 

E(Maxj)  =  Sj  H — — —  (5.30) 

MaxJ 

alakban  vessziik  fel,  amely  ismet  linearis  illesztesi  feladat.  A  meresi  adatok  es  az  illesztett  gorbe 
az  V.9.b)  abran  lathato.  A  kapott  parametereket  pedig  az  V.6.  tablazat  tartalmazza. 


Parameter 

Sl 

S2 

Illesztessel  kapott  ertek 

-2,2240 

1,139010  2 

Y.6.  tablazat:  A  Compton-tartomany  jobb  oldali,  Compton-el-hez  tartozo 
maximum  helyenek  kalibralt  parameterei 


Sziiksegunk  van  meg  a  h  i  =  MaxB/Min  es  a  h2  =  MaxJ/Min  aranyok  kalibraciojara  is.  Ezekre  az 
aranyokra  is  hiperbolat  illesztettiink  az  alabbi  alakban: 

E(h1)  =  q1+^;  E(h2)  =  r1+^  (5.31-5.32) 

hi  h2 

Az  V.10.  a)  es  b)  abrakon  lathatoak  a  meressel-szamrtassal  kapott  adatok  es  az  illesztett 
fiiggvenyek. 


a)  b) 

V.10.  abra.  A  Compton-tartomany  MaxB/Min  illetve  a  MaxJ/Min  aranyanak  kalibracioja 


Az  V.7.  tablazat  tartalmazza  az  illesztessel  kapott  fiiggvenyek  parametereit.  Birtokunkban  van 
tehat  az  osszes  sziikseges  adat,  melyek  segrtsegevel  a  0-1  MeV  tartomanyban  generalhatjuk  a 
Compton-tartomanyt.  Egy  Monte  Carlo  algoritmust  szerkesztiink,  melynek  segrtsegevel  a 
tartomanyt  lerro  gorbe  veletlen-szam  generalassal  eloallfthato,  akarcsak  a  foto-csucs  Gauss- 
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gorbeje.  Mivel  azonban  a  tartomanyt  ket  parabolaval  frtuk  le  ezert  a  Monte  Carlo  kodot  is  ket 
reszben  valositjuk  meg.  A  logika  pontosan  ugyanaz  mint  amit  az  V.2.1.  pontban  kovettiink. 


hi  =  MaxB/Min 

qi 

qi 

Illesztett  parameterek 

-4,1991-ir1 

1,3785 

h2  =  MaxJ/Min 

ri 

r2 

Illesztett  parameterek 

-1,5694 

2,8764 

Y.7.  tablazat:  A  Compton-tartomany  MaxB/Min  illetve  a  MaxB/Min  aranyanak 
illesztessel  kapott  parameterei 


Az  adott  szituacioban  egyszerubb  a  parabolat  teljes  negyzette  kiegeszftett  alakba  fmi: 
altalanosan  f(x)  =  a-(x  -  b)~  +  c.  Ha  azonban  erre  alkalmazzuk  a  gondolatmenetet,  transzcendens 
egyenletre  jutunk  a  c  konstans  miatt.  Mivel  pedig  a  c  csak  egy  fiiggoleges  iranyu  eltolas,  a 
szamftasokat  es  a  Monte  Carlo  algoritmust  csak  az  f(x)  =  a-(x  -  b)2  fiiggvenyre  vonatkozolag 
vegezziik  el,  es  az  eredmenyt  eltoljuk  fiiggolegesen  felfele  c-vel.  Ennek  a  muveletnek  tovabbi 
elonye,  hogy  azonos  „simasagu”  gorbe  eloallftasahoz  akar  2  nagysagrenddel  kevesebb  veletlen 
szamot  kell  generalnunk.  Ezzel  javftjuk  az  eloallftott  gorbe  minoseget  es  jelentos  mennyisegu 
idot  sporolunk.  Ennek  szemleletes  igazolasahoz  javasoljuk  osszehasonlftani  az  V.ll.  es  V.13. 
abrakat,  melyeken  rendre  104  es  106  db  foton  szimulaciojaval  generaltuk  a  megfelelo  gorbeket. 

A  bal  oldali  tartomany  eseteben  ismetelten  egy  veletlen  szam  az  az  energia,  amilyennek  a 
fotont  eszleli  a  detektor.  Ez  pedig  egyenerteku  az  alabbi  [0,  1]  intervallumba  tartozo  vi  veletlen 
szammal: 


J  aj(x  -b)2dx 


v,  =  — 


1  MinE 


_  3 


(E  -b)3  +b3 


[inE  o  r  ~ 

J  ai(x-b)2dx  ^[(MinE-b)3+b- 


(5.33) 


ahol  MinE  a  MinH  minimumhelyhez  tartozo  energia  -  ha  ezt  nem  energia  egysegben  hanem 
csatorna  egysegben  merjiik  -.  Ha  most  a  nevezoben  levo  allandot  Q  jeloli,  akkor  ebbol 
kifejezheto  a  veletlentol  fiiggo  E  energiaertek: 


e  =  3  ^>I_b3  +b 


(5.34) 


A  jobb  oldali  parabola  generalasa  eseten  a  detektalt  energia  ugyancsak  egy  veletlen  szam,  amivel 
egyenerteku  az  alabbi  [0,  l]-be  eso  v2  veletlen  szam: 

E 


, ,  _  MinE 

-  -~eT~ 


j  a  2  (x  -  b  )2  dx  y  [(E  -  b  )3  -  (MinE  -  b  )3 


Ec  o 

J  a2(x  -b)2dx  y[(Ec-b)3+(MinE-b)3 


(5.35) 


MinE 
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ahol  Ec  szokasosan  a  Compton-el  energiaja.  Ha  most  C2  jeloli  a  nevezobeli  allandot,  akkor  a 
detektalt  energiara  a  kovetkezo  veletlentol  fiiggo  ertek  adodik: 

E  =  +  (MinE  -  b)3  +  b  (5.36) 

A  parameterek  egy  reszet  (a  1 ,  a2)  azert  indexeltiik,  mert  a  minimumhely  ket  oldalan  a  parabolak 
kiilonboznek,  adott  foton-energia  eseten  ket  parameteriik  viszont  azonos,  a  „b”  es  „c”  parameter, 
hiszen  a  ket  parabola  csucspontja  kozos,  lgy  ezek  indexelese  elhagyhato.  Az  (5.34)  es  (5.36) 
formulak  birtokaban  a  parabolak  mar  generalhatok  veletlen  szamokkal,  csak  egy  dologra  kell 
tekintettel  lenniink.  Megpedig  arra,  hogy  a  szimulalt  fotonok  szamat  vagyis  a  generalt  veletlen 
szamokat  a  ket  masodfoku  fiiggveny  adott  tartomanyokra  vonatkozo  integraljai  aranyaban 
osszuk  el.  Jelolessel  elve,  a  szimulalt  fotonok  aranya  legyen  h,  ahol  h-t  az  alabbi  hanyados 
ertelmezi: 


MinE  /  \ 

[  (a.ix-b^jdx  r.  .0 

h  =  °  (5,37) 

/(a,(x-b)2)dx  a2[(Ec-bf -(MinE-b)  ] 

MinE 

A  ket  fel  parabolat  kulon-kiilon  eloallftjuk  (5.34)  es  (5.36)  szerint  ugy,  hogy  a  szimulalt  fotonok 
aranya  (5.37)  szerinti  legyen,  majd  az  eredmenyt  felfele  eltoljuk  c-vel.  Ezzel  a  Compton- 
tartomany  generalasanak  problemajat  megoldottuk  abban  az  esetben,  ha  kello  szamu,  minosegu 
es  reszletessegu  spektrum  all  rendelkezesre.  Az  V.ll.  abran  lathato  a  Nb95  izotop  Compton- 
tartomanyanak  generalasa  ket  fel  parabola  egyiittesekent  a  fentiekben  lefrt  Monte  Carlo 
algoritmus  felhasznalasaval,  mindossze  Ni  =  104,  N2=  Ni/h  szamu  foton  szimulacioja  eseten. 


A  Nb95  izotbp  Compton  tartom^nySnak  kOzelft^se  parabol^kkal 


csatorna 


V.ll.  abra.  A  Nb95  izotop  Compton-tartomanya  (folytonos  gorbe)  illetve  ennek  generalasa  Monte  Carlo 
algoritmussal,  a  MinH  bal  es  jobb  oldalan  rendre  N,=104,  N2  =  Nj/h  szamu  foton  szimulaciojaval 

A  mondottak  fenyeben  tehat  a  parabolak  adatai  a  kalibracios  fiiggvenyek  megfordftasaval 
adodo 
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MinH 


P2  +  Vp2  -4-p3(pi  -E) 

2p3 


MaxJ  = 


_ 


h,  =  ^ 


h2  =  — — 


(5.38) 


(5.39-40-41) 


E  -s,  E  -qj  ~  E  -rj 

formulakbol  szamlthatok.  Ezek  felhasznalasaval  a  parabolak  ,.b”  csucspontja  eppen  a  MinH 
minimumhely.  A  MaxJ  es  h2  kalibracios  fiiggvenyek  birtokaban  a  Min  ertek,  tehat  a  parabola 
kepleteben  a  „c”  konstans,  amennyivel  a  generalt  parabolat  felfele  el  kell  tolni,  a  Min  =  MaxJ/h2 
formulaval  adodik.  A  bal  oldali  parabola  ai  foegyiitthatojanak  kiszamltasahoz  sziikseg  van  a 
MaxB  ertekre,  amit  Min  es  hi  ismereteben  a  MaxB  =  Min-hi  formula  szolgaltat.  Ennek 
birtokaban  a  foegyiitthato  az  f(0)  =  aj-b“  +  c  =  MaxB  osszefiigges  alapjan  kovetkezik,  hasonloan 
az  a2  foegyiitthato  az  f(Ec)  =  a2-(Ec  -  b)2  +  c  =  MaxJ  egyenlosegbol: 

MaxB-c  MaxJ-c 

(5.42) 

Az  (5.38-5.42)  osszefiiggesek  alapjan  az  V.5-7.  tablazatok  adatainak  felhasznalasaval  a  Compton 
tartomany  mar  barmely  E  foto-energia  esetere  generalhato. 

Azonban  itt  ki  kell  hangsulyoznunk  a  kovetkezot!  Az  V.9.a)  abra  alapjan  vilagos,  hogy  a 
Compton-parabolak  csucspont-illeszteset  megado  masodfoku  fiiggvenynek  minimuma  van  a 
(-p2/2-p3)  helyen,  az  (5.29)  formula  szerint  ennek  megfelelo  E(-p2/2-p3)  energianal  kisebb  foto- 
energia  eseten  a  formula  nem  hasznalhato.  Az  energia  kalibracios  fiiggvenybol  adodik,  hogy 
peldaul  az  512  csatomas  elmeleti  detektor  eseteben  ez  a  legkisebb  csucspozfcio  a  23.  csatoma, 
amelyhez  E  =  0,309  MeV  foto-energia  tartozik.  Ennek  a  foto-csucsnak  a  pozlcioja  a  78.  csatorna. 
A  megfelelo  Compton-el  energiaja  Ec  =  0,173  MeV,  pozlcioja  pedig  a  44.  csatoma.  Mivel  az 
E  =  1  MeV  foto-energianak  megfelelo  pozlcio  a  251.  csatoma,  az  ehhez  tartozo  Compton-el 
Ec  =  0,798  MeV,  ennek  a  pozlcioja  pedig  a  201.  csatorna.  Ez  annyit  jelent,  hogy  a  Compton- 
tartomanyt  parabolaval  csak  az  [1,  44]  -  [1,  201]  csatomaintervallumokon  approximalhatjuk. 
Ennel  kisebb  energia  eseten  azt  tessziik,  hogy  parabola  helyett  egy  konstans  fiiggvennyel 
kozelltjiik  a  Compton-tartomanyt.  De  ennek  a  kozelltesnek  is  van  egy  also  korlatja,  hiszen 
nyilvanvalo  kovetelmeny,  hogy  az  E  foto-energiahoz  tartozo  Compton-el  pozlcioja  egy  1-nel 
nagyobb  csatomapozlciora  essen.  A  minimalis  Compton-el  pozlciohoz  tartozo  Ec  energia  az 
(5.10)  formula  szerint  adodik,  ebbol  (5.28)  alapjan  kapjuk  azt  a  minimalis  E  foto-energiat, 
amelyhez  mar  tartozik  Compton-tartomany.  Az  emlltett  esetben  ez  E  =  0,0311  MeV  foto- 
energiat  jelent  a  9.  csatornaban,  amelyhez  Ec  =  0,003375  MeV  Compton  el  tartozik.  Ekkor  van  a 
Compton-el  eppen  az  1.  pozlcioban.  Az  ennel  is  kisebb  foto-energiak  eseten  a  valaszfiiggveny 
kizarolag  egy  Gauss-gorbebol  all. 
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Ha  azonban  az  adatok  szama  keves,  ketfele  modon  oldhatjuk  meg  a  problemat.  Ha 
tovabbra  is  ragaszkodunk  a  parabolak  illesztesehez,  megtehetjuk,  hogy  a  h|  es  h2  hanyadosokat 
egy  atlagos  konstans  ertekkel  vessziik  figyelembe.  Ekkor  az  (5.31-32)  illeszteseket  elhagyjuk, 
illetve  egyetlen  konstanssal  helyettesrtjiik,  a  tovabbiakban  pedig  a  lerrt  modszer  szerint 
dolgozunk.  Extrem  esetben,  ha  szinte  semmilyen  adat  nem  all  rendelkezesre  a  Compton- 
kontinuumra  vonatkozolag,  megtehetjuk,  hogy  egesz  egyszeruen  egy  allando  fiiggvennyel 
kozelrtjiik  a  tartomanyon  a  valaszfiiggvenyt.  A  KN-formulakra  tekintve  ez  durva  kozelltesnek 
lunik,  a  szakirodalom  szerint  azonban  nem  az,  ugyanis  [36]  szerint  a  tartomany  a  szorasok 
szamanak  novekedesevel  egyre  laposabba,  csaknem  konstanssa  valik,  amit  a  kiserletileg  felvett 
spektrumok  is  igazolnak  [39].  Ebben  az  esetben  a  Compton-tartomanyt  v  e  [0,  1]  veletlen 
szamok  generalasaval  egyszeruen  az  E  =  v-Ec  formula  szerint  tudjuk  generalni. 

V.2.2.2.  A  COMPTON-CONTINUUM  KOZELITESE  AZ  E  >  1  MeV 
ENERGIATARTOMANYBAN 

Az  E  >  IMeV  energiatartomanyban  a  KN-formula  szerinti  hataskeresztmetszet  grafikus 
kepe  kiilonbozo  energiakra  az  V.12.  abran  lathato. 


A  Compt.-szoras  hkm-e  az  1-2  MeV  tart. -ban  0,1  MeV  lepesekben 


V.12.  abra.  Az  energiaatadas  hataskeresztmetszete  a  Klein-Nishina  formula  szerint 
az  1-2  MeV  tartomanyban  0,1  MeV  lepeskozzel 

Az  abrabol  kitiinik,  hogy  az  eloszlasi  gorbe  alacsony  energiaju  resze  egyre  laposabba  valik  -  ez 
tobbszoros  Compton-szoras  eseten  meg  inkabb  igaz  -,  mrg  kozeledve  a  Compton-el-hez 
meredeken  novekszik,  rgy  a  gorbe  egyre  inkabb  hiperbolikus  jelleget  olt  a  korabbi  parabolikus 
jelleg  helyett.  A  szakirodalomban  alkalmazzak  is  a  „szigoru  hiperbolikus”  kozelrtest  [38],  mi 
azonban  egy  pontosabb  kozelrtes  mellett  dontottiink.  A  tapasztalatok  szerint  -  ha  meg  tekintetbe 
vessziik  azt  a  krvanalmat  is,  hogy  a  fiiggveny  analitikusan  egyszeruen  kezelheto  legyen  -,  a 
meressel  kapott  spektrumot  legjobban  egy  „reciprok-gybkfuggvennyel”  lehet  kozelrteni, 
melynek  alakja 
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a 


(5.43) 


f(x)  = 


1/b-x 

Ismet  egy  veletlen  szam  a  foton  [0,  Ec]  tartomanyban  detektalt  energiaja,  amely  cgyencrtcku  az 
alabbi,  [0,  1]  intervallumba  eso  V3  veletlen  szammal: 

e 


h 


rdX 


Ec 


n  / 


dx 


yj(b-E)n~l  -tfb^ 
^(b-Ec)n_1  -Vb^7 


(5.44) 


0  yJb-X 

Ebbol  a  detektalt  E  energiat,  mint  veletlentol  fiiggo  mennyiseget,  atrendezessel  kapjuk: 


E  =  b  • 


n-l 

b  n  +  V' 


f  n_j  n— 1 ^ 

(b-Ec)~  -  b  n 


n-l 


(5.45) 


L  v  yj 

Ez  a  formula  nem  tartalmazza  az  „a”  parameters  Ahhoz,  hogy  a  generalt  gorbe  a  „helyere 
keriiljon”  alkalmazni  kell  egy  megfelelo  aranyu  nyujtast,  amit  az  „a”  parameter  ad  meg.  Az  „a” 
es  ezzel  egyiitt  a  „b”  parameterek  ertekenek  meghatarozasahoz  ket  peremfeltetelt  vesziink 
figyelembe.  A  tapasztalat  szerint  az  elmeleti  KN-formula  nagy  energiakon  nem  torzul  olyan 
jelentos  mertekben  mint  kis  energiakon,  fgy  nem  sziikseges  olyan  osszetett  parameter  illesztesi 
szamftasokba  belebonyolodni  mint  ahogyan  azt  a  [0,  1]  MeV  intervallumban  tettiik,  hanem 
felhasznalhatjuk  a  KN-formula  altal  szolgaltatott  peremertekeket.  Legyen  a  KN(0)  =  zi  es 
KN(Ec)  =  Z2.  Ezekkel  a  jelolesekkel  a  kerdeses  parameterekre  vonatkozo  peremfeltetelek  az 
alabbiak: 


Vb  Zl’  Rjb-Ec 

Ha  most  bevezetjiik  az  a  =  egyszeriisfto  jelolest,  akkor  az  inverz  formulak,  tehat  a 

hianyzo  parameterek  a  kovetkezok: 

,  a  ■  Ec 


■  =  z- 


(5.46) 


a-1 


a  =  z 


rVb 


(5.47) 


Az  (5.47)  birtokaban  az  (5.45)  formula  mar  alkalmas  arra,  hogy  segftsegevel  n-edik 
gyokfiiggvenyt  generaljunk  egy  Monte  Carlo  algoritmus  kereteben. 

Az  V.13.a)  es  b)  abran  illusztraltuk  a  modszert:  lathato  az  elmeleti  gorbe,  a  K40  izotop 
spektruma  (E  =  1,46  MeV),  a  MC-kozelftes  -  a  tapasztalat  szerint  legjobb  -  reciprok  negyedik- 
gyok  fiiggvennyel,  es  az  osszehasonlftas  kedveert  szerepel  az  abran  a  szakirodalmi  hiperbolikus 
kozelftes  is.  Az  abra  alapjan  megallapfthatjuk,  hogy  mind  az  elmeleti  esetben,  mind  pedig  a 
meressel  kapott  spektrum  eseteben  a  Compton-tartomany  jobb  kdzelfteset  adja  a  reciprok 
negyedik-gyok  fiiggveny,  mint  a  „kozdnseges”  hiperbola,  fgy  a  valaszfiiggveny  eloallftasanal  ezt 
fogjuk  alkalmazni.  (Vilagos,  hogy  az  (5.40)  formula  n  =  1  esetbe  nem  alkalmazhato,  fgy  a 
hiperbolat  nem  ezzel  a  formulaval  generaltam,  hanem  a  fentiekben  lefrt  gondolatmenet 
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ertelemszeru  modosftasaval  kapott  osszefiiggesek  alapjan.  De  mivel  ezt  nem  fogom  hasznalni  a 
valasz  matrix  eloallftasara,  nem  fejtettem  ki  reszletesen,  csak  a  szamftasok  eredmenyet 
illusztraltam.) 


Reciprok  rvedikgyok  fuggveny  generalasa  Monte  Carlo  modszerrel 


a)  b) 

V.13.  abra.  a)  A  KN-formula  szerinti  elmeleti  gorbe  (szaggatott  vonal);  b)  A  K40  izotop  spektrumanak 
Compton-tartomanya  (folytotnos  gorbe)  es  ezek  kozelitese  Monte  Carlo  koddal,  106  db  foton  szimulaciojaval; 
az  also  kozelito  gorbe  a  reciprok  negyedik-gyok  fuggveny,  a  felso  kozelito  gorbe  a  hiperbola 


V.2.2.3.  A  COMPTON-EL  LEKEREKITESE 

Vegiil  ki  kell  temem  mind  az  E  <  1  MeV  mind  pedig  az  E  >  1  MeV  energiatartomanyok 
eseten  a  Compton-el  „lekerekitesere”,  ugyanis  kfserleti  tapasztalatok  szerint  minden  energian 
tapasztalhato,  hogy  a  Compton-el  nem  eles  maximumkent  jelenik  meg,  mint  az  elmeletben, 
hanem  a  statisztikus  ingadozasoknak  koszonhetoen  kiszelesedik,  akarcsak  a  fotocsucs.  Ennek 
pontos  leirasara  sem  letezik  egzakt  analitikus  formula,  a  szakirodalom  legalabb  10-fele 
fiiggvenyalakot  hasznal  a  tapasztalati  gorbe  kozelrtesere  [4].  En,  annak  erdekeben,  hogy 
mindegyik  valasztott  kozelito  fuggveny  eseten  egyetlen  fiiggvennyel  tudjak  dolgozni,  es  mert  a 
szakirodalom  szerint  is  ez  az  egyik  legjobb  kozelftes  [4],  az  erfc(x)  Complementer 
hibafiiggvenyt”  valasztottam,  melynek  defimcioja  a  kovetkezo: 

2 


erfc(x)  =  —j=  J  exp 

V7l  x 


^  t2^ 


dt 


(5.48) 


Ennek  a  fiiggvenynek  az  ertekkeszlete  a  ]0,  2[  intervallum.  Szorzofaktorkent  hasznalva  a 
0,5-erfc(x)  tunik  a  legjobb  valasztasnak.  Ennek  a  fiiggvenynek  a  grafikus  kepe,  lathato  az  V.14.a) 
abran.  A  lekerekftest  ugy  valosftjuk  meg,  hogy  a  fiiggvenyt  x  >  0  eseten  szorzofaktorkent 
alkalmazzuk.  A  Compton-el  kornyezeteben  az  E  <  Ec  energiaertekekhez  tartozo  csatorna 
tartalmat  (1  -  a-erfc([3-x))-szeresre  csokkentjiik,  ahol  x  =  (Ec  -E)/o,  -  a  az  Ec  energiahoz  tartozo 
szoras  az  Ec  Compton-el  jobb  oldalan  szimmetrikusan  elhelyezkedo  csatoma  tartalmat  pedig 
a-erfc(P-x)-szeresre  noveljiik.  Igy  az  osszes  beiitesszam  nem  valtozik  meg,  voltakeppen  csak  a 
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Compton-el  kornyezeteben  levo  csatomak  tartalmat  „atrendezziik”.  A  Compton-el  emlitett 
modon  torteno  lekerekftese  lathato  az  V.14.b)  abran.  Az  a  es  p  parameter  erteket  ugy  valasztjuk 
meg,  hogy  a  validalas  soran  a  generalt  spektrumok  a  legjobban  illeszkedjenek  a  mert 
spektrumokhoz.  Az  alabbiakban  az  a  =  0,7,  p  =  2/3  ertekpart  alkalmazzuk,  a  szamftasok  soran 
ezen  ertek-par  bizonyult  a  legmegfelelobbnek. 


A  0.5*ERFC  fuggveny  grafikonja 


x  io  29  A  Compton-el  lekerekltese  erfc-fuggvennyel 


a)  b) 

V.14.  abra.  a)  A  0,5-erfc  fiiggveny  kepe;  b)  A  Compton-el  lekerekltese  erfc-fiiggvennyel:  folytonos  gorbe  a 
Compton-tartomany  a  Compton-el  kornyezeteben;  a  szaggatott  gorbe  a  lekerekitett  Compton-el 


V.2.3.  SZCINTILLACIOS  DETEKTOR  VALASZ  MATRIXANAK  ELOALLITASA 

Adott  szcintillacios  detektorhoz  a  valasz  matrix  eloallftasara  a  szakirodalomban  tobb 
modszert  alkalmaznak  [100-109].  En  az  V.l.  pont  kalibracioinak  birtokaban  valamint  az  V.2.1. 
es  V.2.2.  pontban  a  Compton-tartomannyal  kapcsolatosan  lefrtak  szerint  mar  magatol 
ertetodonek  mondhato  modon  allftottam  elo  a  valasz  matrixot.  A  detektor  valaszat  jelento 
diszkret  valoszlnuseg  eloszlast  annyi  esetben  allftom  elo  ahany  csatornaja  van  a  detektomak.  Az 
energia  kalibraciobol  kideriil,  hogy  mekkora  az  a  maximalis  energia  amelyet  a  detektro  memi 
kepes.  Ezt  az  energiatartomanyt  felosztom  annyi  intervallumra  ahany  csatornaja  van  a 
detektomak,  de  nem  linearisan,  hanam  az  energia  kalibracios  fiiggvenynek  megfeleloen,  majd 
minden  intervallum  kozepertekenek  megfelelo  gamma  energiahoz  generalok  egy  valaszt,  egy 
diszkret  eloszlast.  Ezen  oszlopok  egyiittese  adja  a  valasz  matrixot.  Az  eljaras  az  alabbi: 

1.  Az  V.1.2.  pontbeli  energia  kalibracio,  tehat  az  (5.10)  es  (5.11)  formula  segftsegevel 
meghatarozzuk  a  kapcsolatot  az  energiaertekek  es  a  csatomak  kozott. 
(Mellekeredmenykent  adodik  a  detektor  mereshatara  tovabba  az  is,  hogy  egy-egy  csatoma 
mekkora  energiaintervallumnak  felel  meg.)  Ha  „n”  a  detektor  csatomainak  szama  akkor  a 
valaszfiiggvenynek  n  db  oszlopa  van,  mindegyikhez  tartozik  egy  impulzus  valasz. 
Kivalasztjuk  a  j-edik  csatornat  es  a  kalibracios  fuggveny  birtokaban  ezt  a  csatomapozfciot 
atkalkulaljuk  energiara  MeV  egysegben. 
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2.  A  „csucs  per  osszes”  arany  kalibraciojanak  birtokaban  az  V.14.  formula  szerint  minden 
energiaertek  eseten  tudjuk,  hogy  az  osszes  beiitesszam  azaz  az  osszes  szimulalt  fotonok 
szamanak  hanyad  resze  tartozik  a  teljes-energia  csucshoz.  Ez  az  arany  e(E). 

3.  Hatarozzuk  meg,  hany  veletlen  szamot  generalunk,  azaz  hany  fotont  szimulalunk  a  valasz 
matrix  egy  oszlopanak  eloallftasahoz.  Ez  jellemzoen  N  =  106-107  legyen.  Ennyi  lepesbol  all 
az  a  ciklus  amely  adott  E  energia  eseten  eloallftja  a  detektor  valaszat. 

4.  Generaljunk  egy  v0  e  [0,  1]  veletlen  szamot  (ezt  ismeteljiik  N  lepesben).  Ha  v0  <  £(E) 
akkor  a  fotocsucsot  jelento  Gauss  gorbet  generaljuk  ha  v0  >  £(E)  akkor  pedig  a  Compton 
tartomanyt. 

5.  A  Gauss-gorbe  generalasahoz  sziikseg  van  az  V.1.3.  pontban  lent  szoras-kalibraciora.  Az 
V.2.1.  pontban  lent  modon,  osszesen  £(E)-N  db  veletlen  szammal  generalunk  egy  Gauss- 
gorbet,  melynek  szorasat  az  V.12.  formula  szolgaltatja. 

6.  A  tobbi  (1  -  £(N))-N  db  veletlen  szammal  a  Compton-tartomanyt  allftjuk  elo  ket  kiilonbozo 
esetben: 

a)  Ha  E  <  1  MeV  akkor  az  V.2.2.1.  pontban  reszletesen  kifejtett  algoritmus  szerint  generalunk 
ket  fel-parabolat  az  (5.38-5.42)  osszefiiggesek  felhasznalasaval. 

b)  Ha  E  >  1  MeV  akkor  pedig  az  V.2.2.  pontban  lefrtak  szerint  allftunk  elo  egy  „reciprok 
negyedik-gyok”  fiiggvenyt. 

7.  A  Compton-elt  lekerekitjiik  az  V.2.2. 2.  pontban  lefrtak  szerint. 

8.  A  kapott  fiiggvenyt  lenormaljuk,  vagyis  egy  alkalmas  szorzoval  oszloponkent  valoszfnuseg 
eloszlast  kepeziink  az  adatsorbol. 

9.  Az  1-8.  lepeseket  annyiszor  ismeteljiik,  ahany  csatornaja  van  a  detektomak.  Ezzel 
kapcsolatban  felmeriil  az  a  kerdes,  hogy  nem  elegseges-e  csak  azokra  az  energiakra 
eloallftani  a  detektor  valaszat  amely  energiak  valoban  leteznek,  vagy  esetleg  azon  izotopok 
gamma  energiajara,  amelyek  jelenletet  ki  szeretnenk  mutatni.  Ezzel  ugyanis  idot  takarftunk 
meg  es  csokkentjiik  a  szamftasok  mennyiseget.  A  tapasztalataim  sajnos  azt  mutatjak,  hogy 
ha  ilyen  reszben  feltoltott  valasz  matrixokra  alkalmazzuk  a  dekonvolucios  algoritmusokat, 
akkor  szamos  hamis  csucs  adodik  a  dekonvolvalt  megoldasban,  tehat  felrevezeto  az 
eredmeny.  Ez  igaz  a  klasszikus  modszerekre  is  es  az  altalam  kidolgozott  algoritmusokra 
egyarant. 

Abban  az  esetben,  ha  a  spektrumban  van  visszaszorasi  csucs,  illetve  egyszeres-ketszeres 

kiszokesi  csucs,  akkor  az  eljaras  6.  pontjat  modosftani  kell.  Ekkor  a  visszaszorasi  csucs  helyen 

(Evsz  =  Ef  -  Ec)  tovabba  az  egyszeres  (Eki  =  Ef  -  5 1  IkeV)  illetve  ketszeres  (Ek2  =  Ef  -  1022keV  ) 
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kiszokesi  csucs  helyen  az  5.  pontban  is  alkalmazott  energia-kalibracios  fiiggveny  alapjan 
generalunk  foto-csucsot,  ahol  Ef  a  foto-energia,  Ec  a  Compton-el-hez  tartozo  energia.  Ezeket  a 
Gauss-gorbeket  hozzaadjuk  a  Compton-tartomanyt  lefro  gorbehez,  majd  a  megnovekedett 
beiitesszamoknak  megfelelo  aranynak  megfeleloen  a  Compton  tartomanyt  zsugorftjuk  ilgy,  hogy 
az  osszes  beiitesszam  vegiil  megegyezzen  azzal  amennyi  a  csucsok  nelkiili  esetben  volt. 


A  valaszfuggveny 


a)  b) 

V.15.  abra.  a)  A  generalt  valaszfuggveny  10.,  50.,  100.,  200.,  300.  400.  es  500.  oszlopa  logaritmikus  skalan; 
b)  A  teljes  valaszfuggveny  haromdimenzios  koordinatarendszerbeli  kepe  logaritmikus  skalan; 


Az  V.15. a)  abran  illusztraltuk  a  generalt  valaszfuggveny  10.,  50.,  100.,  200.,  300.  400.  es  500. 
oszlopanak  megfelelo  valoszfnuseg  eloszlast.  Az  egyes  eloszlasok  kozotti  kiilonbseg,  hogy 
rendre  az  elso  valaszfuggveny  csak  egy  Gauss-gorbe,  a  masodik  esetben  a  foto-csucs  mellett  a 
Compton-tartomany  egy  konstans  fiiggveny,  a  kovetkezo  ket  esetben  ket  fel-parabolabol  all  az 
utolso  ket  esetben  pedig  egy-egy  reciprok  negyedik-gyok  fiiggveny.  Az  V.15.b)  abran  pedig  a 
teljes  valaszfuggveny  haromdimenzios  koordinatarendszerbeli  kepet  lathatjuk.  (Annak 
erdekeben,  hogy  a  gorbek  egyetlen  koordinatarendszerben  jol  lathatoak  legyenek,  a  z-tengelyen 
logaritmikus  skalat  valasztottam). 

Ugyanezzel  az  algoritmussal  allftottam  elo  a  harom  detektorra  vonatkozolag  is  a 
valaszfiiggvenyt.  Terjedelmi  korlatok  miatt  ezeket  mar  nem  illusztralom  abrakkal.  Ezeket  a 
kovetkezo  pontban  meressel  kapott  gamma-spektrumok  dekonvoluciojara,  izotopazonositasra 
alkalmazom.  Ezeket  a  szamitasi  eredmenyeket  fogom  bemutatni. 


V.3.  IZOTOPAZONOSITAS  DEKONVOLUCIOVAL,  A  DEKONVOLUCIOS 
ALGORITMUSOK  ES  VALASZ  MATRIXOK  EGYUTTES  ALKALMAZASA 

Ebben  a  pontban  osszefoglalo  modon  alkalmazom  a  II.  pontban  kidolgozott 
dekonvolucios  algoritmusokat,  es  az  V.  pontban  lent  modszerrel  generalt  valaszfiiggvenyeket. 
Ezzel  egyreszt  illusztralom  azt,  hogy  a  dekonvolucios  modszerek  hatekonyan  alkalmazhatoak,  de 
ezzel  egyiitt  azt  is  bizonyitom,  hogy  az  elozo  pontban  leirt  algoritmussal  generalt  valaszfuggveny 
alkalmas  a  kitiizott  feladat  megoldasara. 
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V.3.1.  ELMELETILEG  GENERALT  SPEKTRUMOK  DEKONVOLUCIOJA 


A  lent  modszerrel  kapott  valaszfiiggveny  validalasa  ugy  tortenik,  hogy  a  meressel  kapott, 
normalt  spektrumokra  illesztjiik  a  Monte  Carlo  koddal  kapott  valaszfiiggvenyt.  Az 
osszehasonlitast  ket  lenyegesen  kiilonbozo  esetre  vegezziik  el. 

Egyreszt  valasztottam  olyan  spektrumokat  amelyek  egyetlen  foto-csucsot  tartalmaznak. 
Ebben  az  esetben  ugyanis  a  normalt  spektrum  egyszeruen  a  valaszfiiggveny  adott  foto- 
energiahoz  tartozo  oszlopaval  kell,  hogy  megegyezzen. 


A  Nb95  izot6p  generSIt  spektruma 


A  K40  izotdp  gener&lt  spektruma 


a)  b) 

Y.16.  abra.  a)  A  Nb95  izotop  normalt  spektruma  (folytonos  gorbe)  es  a  generalt  valaszfiiggveny  (pontvonal); 
b)  A  K40  izotop  normalt  spektruma  (folytonos  gorbe)  es  a  generalt  valaszfiiggveny  (pontvonal); 


Peldakeppen  bemutatok  egy  olyan  izotopot  amelynek  1  MeV-nel  kisebb,  es  egy  olyat  amelynek 
1  MeV-nel  nagyobb  a  foto-energiaja.  A  fentiek  szerint  az  elso  esetben  parabola-part,  a  masodik 
esetben  reciprok  negyedik-gyok  fiiggvenyt  alkalmaztam  a  Compton-tartomany  lefrasara.  Az 
V.16.a)  abran  a  Nb95  (E  =  0,765  MeV),  a  b)  abran  pedig  a  K40  (E  =  1,46  MeV)  normalt 
spektruma  lathato  es  a  generalt  valaszfiiggveny. 

Masreszt  ellenorizhetjiik  a  generalt  valaszfiiggveny  pontossagat  ugy  is,  hogy  valasztunk 
olyan  izotopokat,  amelyek  spektrumaban  tobb  foto-csucs  van.  Ebben  az  esetben  tablazatbol 
[1,  2]  vessziik  az  egyes  foto-energiak  elofordulasanak  valoszlnuseget,  es  a  valaszfiiggveny 
spektrumban  szereplo  foto-energiaknak  megfelelo  oszlopait  a  valoszmiisegeknek  megfeleloen 
sulyozzuk  es  normaljuk,  majd  az  lgy  kapott  osszeget  vetjiik  ossze  az  ugyancsak  normalt 
spektrummal.  Az  V.17.  a)  es  b)  abran  lathato  rendre  a  Co60  izotop  (Ei  =  1,173  MeV, 
Ei  =  1,332  MeV;  a  bomlasi  valoszmiisegek  rendre  0,9986;  0,9998)  es  az  Y88  izotop 
(Ei  =  0,014  MeV,  E2  =  0,898  MeV,  E3  =  1,836  MeV;  a  bomlasi  valoszmiisegek  rendre  0,5250; 
0,9400;  0,9936)  ezen  modszerrel  eloallitott  normalt  spektruma,  illetve  a  mert  normalt  spektrum. 

Az  V. 16-17.  abrak  alapjan  kijelenthetjiik,  hogy  az  V.2.1.  es  V.2.2.  pontokban  reszletesen 
lent,  es  a  fentiekben  osszefoglalt  Monte  Carlo  algoritmus  -  egyszerusege  ellenere  -  igen  jo 
kozelitese  a  meressel  kapott  spektrumoknak.  Igy  -  tekintettel  a  meressel  kapott  spektrumok 
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korlatozott  szamara  -  elfogadjuk  az  V.l-7.  tablazatokban  foglalt  parameterek  erteket  es  a  leirt 
algoritmust  tetszoleges  foto-energia  esetere,  a  valaszfiiggvenyt  tehat  azzal  az  algoritmussal 
allitjuk  elo  amellyel  az  V.  16-17.  abrakon  illusztralt  valaszfuggvenyeket  is  generaltuk. 


A  C06O  izotop  generalt  spektmma 


Az  Y88  izotop  generalt  spektmma 


Y.17.  abra.  a)  A  C06O  izotop  normalt  spektruma  (folytonos  gorbe)  es  a  generalt  valaszfiiggvenyek  sulyozott 
atlaga  (pontvonal);  b)  Az  Y88  izotop  normalt  spektruma  (folytonos  gorbe)  es  a  generalt  valaszfiiggvenyek 

sulyozott  atlaga  (pontvonal); 


A  valaszfuggveny  validalasat  -  korlatozott  szamu  spektrum  felhasznalasaval  az 
V.  16-17.  abrak  tanusaga  szerint  elvegeztiik,  de  az  igazi  probaja  az  algoritmus-rendszemek 
termeszetesen  az,  hogy  segitsegiakkel  izotopazonosftas  hajthato  vegre.  Szeretnek  ramutatni  arra, 
hogy  ertekezesemnek  eppen  ez  volt  a  fo  celja.  A  dekonvoluciot  elsokent  az  elmeleti  esetre 
mutatom  be,  majd  a  meressel  kapott  spektrumok  dekonvoluciojat  mutatom  be.  Terjedelmi 
korlatok  miatt  nem  reszletezem  mindharom  detektor  eseteben  a  szamftasok  eredmenyet,  hiszen 
ezek  kozott  mar  nines  elvi  kiilonbseg,  peldakeppen  az  IH-111L  detektorral  mert  spektrumokat 
vizsgalom.  Ugyancsak  helytakarekossagi  okok  miatt  nem  keriilhet  itt  sor  az  osszes  EL  fejezetbeli 
algoritmus  alkalmazasara,  esak  a  leghatekonyabb  algoritmusokat  alkalmazom.  Ezek  pedig  a 
kovetkezok:  1.  A  Konjugalt  Gradiensek  modszer  az  Aktiv  Halmazok  modszerevel 
kombinalva;  2.  Az  Aktiv  Halmazok  modszere,  matrixok  szingularis  felbontasaval.  3. 
Sulyozott  regularizacio  a  Cholesky-felbontassal.  Az  alabbiakban  ebben  a  sorrendben  fogom 
bemutatni  minden  vizsgalt  spektrum  eseteben  a  dekonvoluciot. 

Az  algoritmusok  illusztraciojahoz  elsokent  a  Co60  izotopot  valasztottam,  melynek  ket 
gamma  vonala  van.  Az  V.18.  a)  abran  lathato  a  spektrum,  a  b),  c)  es  d)  abran  pedig  a 
dekonvolucio  eredmenye  rendre  az  elobbiekben  felsorolt  1.,  2.  es  3.  algoritmussal. 

Megjegyzem,  hogy  az  aktiv  halmazok  modszeret  felhasznalo  algoritmust  mindket  esetben 
a  =  10  6  regularizacios  parameterrel  futtattam  le.  Az  1.  esetben  a  keretalgoritmus  150  lepesbol 
allt,  a  belso  KG  algoritmus  pedig  minden  ciklusban  20  lepeses  volt.  A  2.  algoritmus  500  lepesbol 
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allt.  A  sulyozott  regularizacio  eseteben  az  a  regularizacios  parameter  erteke  a  =  10  1 ,  a  sulyozo 
faktor  erteke  pedig  (3  =  103,  a  lepesszam  pedig  300  volt. 


.  -\  o4  A  C06O  izotop  spektruma 


dekonvolu c i oj a  AH  &  KG  modszerrel 


400  500 


a) 


b) 


AH-modszer  &  SVD-felbontas 


c)  d) 

V.  18.  abra.  a)  A  Co60  izotop  spektruma  es  ennek  dekonvolucioja:  b)  Aktiv  halmazok  +  Konjugalt 
gradiens  modszerrel;  b)  Aktiv  halmazok  +  SYD  felbontas  alkalmazasaval;  d)  Sulyozott  regularizacio 

Cholesky-felbontassal 


A  felsorolt  adatokat  a  kovetkezo  dekonvolucio  eseteben  sem  valtoztattam  meg.  Az  egyes, 
dekonvolucioval  kapott  megoldasok  adatait  az  V.8.  tablazat  tartalmazza. 


Co60  izotop 

Pontos  Energia:  1,1732  MeV 

Pontos  Energia:  1,3325  MeV 

Algoritmus 

ido  (s) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

Aktiv  H.  +  KG 

7,2 

1,1709 

3,58 

1,3333 

3,58 

Aktiv  H.  +  SVD 

66,1 

1,1709 

3,58 

1,3333 

3,58 

Suly.  Reg.  +  Choi. 

76,8 

1,1725 

3,09 

1,3340 

2,98 

V.8.  tablazat.  A  Co60  izotop  dekonvoluciojanak  eredmenye  kiiliinbozo  algoritmusokkal. 


A  tablazatbol  lathato,  hogy  mindharom  modszer  ezrelek  pontossaggal  szolgaltatja  a  gamma 
vonalak  energiajat.  A  fel-ertek  szelesseget  azert  tiintettem  fel,  hogy  az  eljarasok 
felbontokepessegerol  is  kapjunk  informaciot. 
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x  lO4 


A  Bi207  izotop  spektruma 


x  -|  g(fekonvolOci6  AH  &  K.C3  mbdszerrel 


a) 


b) 


xIO4 


AH-modszer  &  SVD-felbontSs 


sulyozott  regularizacio  Cholesky-febontassl 


csatoma  csatorna 


C)  d) 

V.  19.  abra.  a)  A  Bi207  izotop  spektruma  es  ennek  dekonvolucioja:  b)  Aktiv  halmazok  +  Konjugalt 
gradiens  modszerrel;  b)  Aktiv  halmazok  +  SYD  felbontas  alkalmazasaval;  d)  Sulyozott  regularizacio 

Cholesky-felbontassal 


A  dekonvolucio  illusztraciojaul  masodik  peldakent  egy  olyan  izotopot  valasztottam, 
amelynek  harom  karakteres  gamma  vonala  van.  Ez  a  Bi207  izotop.  Az  V.19.  a)  abran  lathato  a 
spektrum,  a  b),  c)  es  d)  abrakon  pedig  a  dekonvolucio  eredmenye.  Az  algoritmusok  sorrendje 
pontosan  ugyanaz,  mint  az  elozo  pelda  eseteben. 

Szeretnek  ramutatni  a  tenyre,  hogy  a  dekonvolucioval  kapott  megoldasok  mindannyian 
hatarozottan  tartalmazzak  a  Bi207  1,7702  MeV-es  gamma  vonalat,  ami  viszont  a  spektrumban 
gyakorlatilag  nem  is  lathato!  Az  V.9.  tablazatban  osszefoglaltam  a  megoldasok  adatait. 


Bi207  izotop 

Pontos  Energia: 
0,5697  MeV 

Pontos  Energia: 
1,0639  MeV 

Pontos  Energia: 
1,7702  MeV 

Algoritmus 

ido(s) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

Aktiv  H.  +  KG 

7,3 

0,5689 

7,95 

1,0626 

7,27 

1,7724 

1,19 

Aktiv  H.  +  SVD 

64,3 

0,5689 

7,95 

1,0611 

6,84 

1,7724 

1,19 

Suly.  Reg.  +  Choi. 

78,6 

0,5710 

6,13 

1,0628 

5,07 

1,7717 

5,44 

Y.9.  tablazat.  A  Bi207  izotop  dekonvoluciojanak  eredmenye  kiilonbozo  algoritmusokkal. 


Ebben  az  esetben  is  azt  tapasztaljuk,  hogy  a  dekonvolucios  algoritmusok  ezreleknyi 
pontossaggal,  tehat  2-3  keV  energia  elteressel  szolgaltatjak  a  gamma  vonalak  energiajat.  Az 
eredeti  es  a  dekonvolvalt  spektrumokban  is  van  egy  karakteres  csucs  a  spektrum  bal  szelen,  ez 
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azonban  karakterisztikus  rontgen  sugarzas  es  nem  gamma  vonal.  Ezert  nem  tiintettem  fel  a 
tablazatban. 

Ha  mindket  tablazat  adatait  tekintjiik,  feltfino,  hogy  az  elso  ket  algoritmus  szinte  azonos 
eredmenyeket  ad.  Ez  kisse  meglepo  ha  arra  gondolunk,  hogy  az  elso  esetben  a  konjugalt  gradiens 
modszerrel,  tehat  gyakorlatilag  iteracioval  kalkulaljuk  az  inverzet,  a  masodik  esetben  pedig 
egyetlen  lepesben,  szingularis  felbontassal.  Ezek  elviek  szempontjabol  teljesen  fiiggetlen  es 
eltero  modszerek.  A  kozel  azonos  megoldas  egyreszt  arra  utal,  hogy  a  vezeralgoritmus  az  aktfv 
halmazok  modszere,  masreszt  viszont  azzal  ellenorizni  tudjuk  megoldasaink  valos  voltat,  ha 
mindket  algoritmus  ugyanazt  az  eredmenyt  szolgaltatja.  Osszefoglalva  az  eddigieket,  az 
eredmenyek  fenyeben  elmondhatjuk,  hogy  a  lefrt  dekonvolucios  algoritmusok  hatekonyan 
mukodnek  es  a  valaszfiiggveny  generalasara  kozolt  eljaras  is  megfelelo,  a  ket  eljarasrendszer 
egyiittesen  pontos  eredmenyeket  szolgaltat.  Vegezetiil  meg  kiemelnem,  hogy  a  generalt 

o 

valaszfiiggveny  kondfcioszama  cond(R)  =  5,5238-10  .  Ez  az  ertek  azt  jelzi,  hogy  a 
dekonvolucios  feladat  valoban  egy  rosszul  kondicionalt  linearis  rendszer. 

V.3.2.  AZ  IH-111L  DETEKTORRAL  FELVETT  SPEKTRUMOK 
DEKONVOLUCIOJA 

Ertekezesem  utolso  pontjaban  kfserletileg  felvett  gamma  spektrumok  dekonvoluciojaval 
foglalkozom.  Mivel  elvileg  mindegy,  az  IH-111L  detektort  valasztottam  arra,  hogy  bemutassam 
a  dekonvolucios  modszerek  es  a  valaszfiiggveny  generalasara  lefrt  modszer  alkalmazhatosagat. 
Azert  valasztottam  eppen  ezt  a  detektort,  mert  ebben  Csl  kristaly  a  szcintillator,  es  amit  az  V.1.3. 
pontban  kideriilt,  ez  a  detektor  szolgaltatja  a  legszelesebb  fotocsucsokat,  ennek  legrosszabb  a 
felbontasa.  Igy  a  tesztelesre  ez  a  legalkalmasabb.  Az  alkalmazott  algoritmusok  pontosan 
ugyanazok  lesznek,  mint  az  V.3.1.  pontban.  Mielott  azonban  a  dekonvolucios  modszerekre 
raternek,  a  valaszfiiggveny  validalasat  kell  elvegezni.  Meg  kell  mutatnom,  hogy  a  generalt 
valaszfiiggveny  megfelelo  oszlopainak  sulyozott  atlagaval  kapott  valoszfnuseg  eloszlasok 
valoban  egybeesnek  a  detektorral  felvett  spektrumok  normalt  valtozataval.  Ezt  ket  izotop  esetere 
mutatom  be.  Az  V.20.  a)  abran  lathato  a  validalas  a  Csl37  izotop  (Ei  =  0,032  MeV(rontgen 
vonal),  E2  =  0,661  MeV;  a  bomlasi  valoszfnusegek  rendre  0,0368;  0,8520),  a  b)  abran  pedig  a 
Co60  izotop  esetere  (Ei  =  1,173  MeV,  E2  =  1,332  MeV;  a  bomlasi  valoszfnusegek  rendre 
0,9986;  0,9998). 

Osszehasonlftva  az  V.20.  abrat  az  V.17.  abraval,  nyilvanvaloan  lathato,  hogy  sokkal 
kevesbe  pontos  az  egyezes  a  kfserleti  esetben.  Ennek  ket  nyilvanvalo  oka  van.  A  kfserleti  esetben 
a  spektrumot  egyreszt  modosftja  a  hattersugarzas,  amelyet  nyilvan  nem  kalkulalunk  bele  a  valasz 
matrixba.  Masreszt  pedig  hangsulyozom,  hogy  ebben  az  esetben  nem  volt  a  birtokomban  kello 
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szamii  spektrum,  amelyek  megfelelo  mennyisegii  es  minosegu  adatot  szolgaltattak  volna  ahhoz, 
hogy  olyan  pontos  valaszfiiggvenyt  generaljak,  mint  az  elmeleti  esetben. 


Az  IH-1 1 1 L  Csl 37  spektmmanak  generalasa  Az  IH-1 1 1 L  Co60  spektrumanak  generalasa 


a)  b) 

V.20.  abra.  a)  A  Csl37  izotop  normalt  spektruma  (folytonos  gorbe)  es  a  generalt  valaszfiiggvenyek  sulyozott 
atlaga  (pontvonal);  b)  A  Co60  izotop  normalt  spektruma  (folytonos  gorbe)  es  a  generalt  valaszfiiggvenyek 

sulyozott  atlaga  (pontvonal). 


skonvolOcib  AH  &  KG  mddszerrel 


a) 


Aktlv  halmazok  modszere  &  SVD-felbontSs 


b) 

sulyozott  regularizficiP  Cholesky-febontassal 


c)  d) 

Y.  21.  abra.  a)  A  Na22  izotop  spektruma  es  ennek  dekonvolucioja:  b)  Aktiv  halmazok  +  Konjugalt 
gradiens  modszerrel;  b)  Aktiv  halmazok  +  SYD  felbontas  alkalmazasaval;  d)  Sulyozott  regularizacio 

Cholesky-felbontassal 


Az  alabbiakban  eppen  azt  bizonyftom  be  a  dekonvolucioval,  hogy  relative  keves  adat  is  eleg 
lehet,  egy  hasznalhato  valaszfiiggveny  eloallftasahoz.  Mielott  raterek  az  alkalmazasra,  kiemelem, 
hogy  a  valaszfiiggveny  cond(R)  =  2.5293- 102<),  vagyis  12  nagysagrenddel  nagyobb  a 
kondfcioszam  mint  az  elmeleti  esetben.  Nyilvan  ez  a  tulajdonsag  is  rontja  a  megoldasok 
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minoseget.  Elsokent  a  Na22  izotop  spektrumanak  dekonvoluciojat  mutatom  be.  A  mert 
spektrumot  es  a  harom  emlftett  modszerrel  elvegzett  dekonvolucio  eredmenyet  az  V.21.  abran 
mutatom  be.  Az  egyes  megoldasok  tulajdonsagait  az  V.10.  tablazat  tartalmazza. 


Na22  izotop 

Pontos  Energia:0,5110  MeV 

Pontos  Energia:  1,2745  MeV 

Algoritmus 

ido  (s) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

E  (MeV) 

w  (csat) 

Aktiv  H.  +  KG 

8,7 

0,5110 

1,2 

1,2685 

5,9 

Aktiv  H.  +  SVD 

53,2 

0,5110 

1,2 

1,2685 

5,9 

Suly.  Reg.  +  Choi. 

128 

0,5109 

1,2 

1,2804 

1,3 

V.10.  tablazat.  A  Na22  izotop  dekonvoluciojanak  eredmenye  kiilonbozd  algoritmusokkal. 


Tekintettel  a  nagyobb  kondfcioszamra,  az  algoritmusok  parametereit  kisse  „erosfteni”  kellett.  Az 
aktiv  halmazok  modszeret  felhasznalo  algoritmust  mindket  esetben  a  =  10  x  regularizacios 
parameterrel  futtattam  le.  Az  1.  esetben  a  keretalgoritmus  300  lepesbol  allt,  a  belso  KG 
algoritmus  pedig  minden  ciklusban  20  lepeses  volt.  A  2.  algoritmus  500  lepesbol  allt.  A 
sulyozott  regularizacio  eseteben  az  a  regularizacios  parameter  erteke  a  =  10  9,  a  sulyozo  faktor 
erteke  pedig  |i  =  103,  a  lepesszam  pedig  1000  volt.  Mint  lathato  a  sokkal  rosszabb 
kondicionaltsag  ellenere  mindegyik  modszer  szolgaltatja  a  gamma  vonalak  energiajat,  az  elteres 
nem  2-3  keV,  mint  az  elmeleti  esetben  volt,  hanem  5-6  keV,  ami  ugyancsak  nem  mondhato  rossz 
eredmenynek. 


Ra226  izotop  spektruma 


a) 

Aktiv  halmazok  modszere  8  SVD-felbontas 


1  ^skonvolucio  AH  &.  KG  modszerrel 


b) 


x  ^  sOlyozott  regularizacio  Cholesky-febontassal 


c)  d) 

V.  22.  abra.  a)  A  Ra226  izotop  spektruma  es  ennek  dekonvolucioja:  b)  Aktiv  halmazok  +  Konjugalt 
gradiens  modszerrel;  b)  Aktiv  halmazok  +  SYD  felbontas  alkalmazasaval;  d)  Sulyozott  regularizacio 

Cholesky-felbontassal 
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Ra226 

Pontos  energia 

0,2952 

0,3519 

0,6093 

1,1202 

1,7645 

bomlasi  gyakorisag 

18,12% 

35,1% 

44,6% 

14,7% 

15,1% 

Algoritmus 

ido(s) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

Aktiv  H.  +  KG 

21,3 

0,2921 

0,3543 

0,6067 

1,1238 

1,7800 

Aktiv  H.  +  SVD 

54,8 

0,2921 

0,3525 

0,6127 

1,1055 

1,7800 

Suly.  Reg.  +  Choi. 

128,2 

0,2921 

0,3536 

0,6097 

1,1360 

1,7615 

V.ll.  tablazat:  A  Ra226  izotop  dekonvoluciojanak  eredmenye  kiilonbozo  algoritmusokkal. 


A  spektrum  meglehetosen  osszetett,  ennek  ellenere  1%  nagysagrendu  hibaval  mindegyik  csucs, 
rgy  maga  az  izotop  is  azonosrthato  minden  egyes  algoritmus  eseteben.  A  dekonvolvalt 
spektrumok  reszletes  vizsgalataval  a  Ra226  es  leanyelemei  gamma  spektrumaban  -  a 
szakirodalom  szerint  [4]  -  talalhato  14  gamma  vonal  koziil  11  kimutathato,  csak  az  1% 
nagysagrendu  bomlasi  valoszinuseggel  rendelkezo  csucsok  vesznek  el  a  hatterben. 

Utolso  peldakent  egy  keverekspektrumot  valasztottam  a  teszteleshez.  Elvegeztem  a 
Co60-Bal33-Csl37  izotopharmas  egyiittes  spektrumanak  dekonvoluciojat.  Az  V.23.  a)  abran 
lathato  a  mar  megszokott  modon  az  izotopkeverek  spektruma,  a  b),  c)  es  d)  abran  pedig  a 
dekonvolucio  eredmenye. 


33-Csl  37  i 


srek  spektn 


konvolucio  — I  &  KG  modsz 


a) 


csatoma 


b) 


sulyozott  regulariz^cio  Cholesky-febontessal 


c)  d) 

Y.  23.  abra.  a)  A  Co60-Bal33-Csl37  izotopok  keverekenek  spektruma  es  ennek  dekonvolucioja: 
b)  Aktfv  halmazok  +  Konjugalt  gradiens  modszerrel;  b)  Aktiv  halmazok  +  SYD  felbontas 
alkalmazasaval;  d)  Sulyozott  regularizacio  Cholesky-felbontassal 
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Elsokent  a  grafikonokat  vizualisan  ertekelve,  mindegyik  algoritmus  alkalmazasa  eseten 
vilagosan  latszik  ugyanaz  a  hat  eros  vonal.  Balrol  jobbra  haladva:  a  bal  szelso  a  Csl37 
rontgenvonala,  a  kovetkezo  ketto  a  Bal33  ket  gamma  vonala,  azutan  a  Csl37  gamma  vonala, 
majd  a  spektrumok  kozepe  tajan  lathato  meg  ket  hatarozott  vonal  a  C06O  ket  gamma  vonala.  A 
dekonvolucioval  kapott  megoldasok  adatait  (a  rontgen  vonal  kivetelevel)  az  V.12.  tablazatban 
foglaltam  ossze. 


Izotopok 

Co60 

Bal33 

Csl37 

Pontos  energia 

1,1732 

1,3325 

0,0809 

0,3560 

0,6616 

Algoritmus 

ido(s) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

E  (MeV) 

Aktfv  H.  +  KG 

11,2 

1,1849 

1,3439 

0,0811 

0,3585 

0,6613 

Aktfv  H.  +  SVD 

59,6 

1,1727 

1,3256 

0,0811 

0,3585 

0,6612 

Suly.  Reg.  +  Choi. 

128,4 

1,1727 

1,3439 

0,0811 

0,3585 

0,6612 

Y.12.  tablazat:  A  Co60-Bal33-Csl37  izotopok  egyiittes  spcktrumanak  dekonvohieioja 

kiilonbozo  algoritmusokkal. 


A  tablazat  adatainak  figyelembe  vetelevel  levonhatjuk  a  kovetkeztetest,  hogy  mindharom 
algoritmus  eredmenyesen  alkalmazhato  gamma  spektrum  dekonvoluciojara  es  ezaltal  izotop 
azonosltasra,  ha  a  spektrum  tobb  izotop  keverekenek  egyiittes  spektruma. 

Ha  az  egyes  algoritmusokat  szamszeriien,  a  gamma-energiak  azonosftasa  szempontjabol 
vetjiik  ossze,  nem  fedezhetiink  fel  kozottiik  lenyeges  kiilonbseget,  barmelyik  algoritmussal 
ugyanolyan  hatekonysaggal  vegezhetiink  izotopazonosltast.  Apro  kiilonbsegek  termeszetesen 
vannak.  A  Na22  spektrumaban  peldaul  mindket  aktfv  halmazokat  felhasznalo  algoritmus  tobb 
kozeli  Dirac-deltat  ad  ott,  ahol  a  sulyozott  regularizacio  egyetlen  hatarozott  csucsot  ad,  a 
keverek  spektrum  eseten  is  tisztabbnak,  fluktuacioktol  mentesebbnek  adodik  a  sulyozott 
regularizacio  altal  adott  megoldas,  ugyanakkor  a  Ra226  spektrumaban  sokkal  karakteresebben 
adodnak  az  eros  gamma-vonalak  a  konjugalt  gradiens  modszerrel,  a  kisebb  valoszlnusegu 
gamma  vonalakat  pedig  a  szingularis  felbontas  adja  a  hatterbol  legkiemelkedobben.  Ezzel  arra  a 
bevezetoben  mar  megfogalmazott  gondolatra  szerettem  volna  ujra  utalni,  hogy  izotopazonosltas 
soran  egyszerre  tobb,  eltero  elvi  alapokon  nyugvo  dekonvolucios  modszert  celszerii  alkalmazni, 
es  az  osszes  dekonvolvalt  spektrum  egyiittesenek  kiertekelese  utan  nyilatkozhatunk  az  izotopok 
minoseget  illetoen. 

V.4.  OSSZEGZETT  KOVETKEZTETESEK 

A  fejezetben  egyreszt  lefrtam  az  eljarast,  amely  segftsegevel,  kello  szamu  es  minosegu 

szcintillacios  gamma  spektrum  birtokaban,  egy  szcintillacios  detektor  kalibralhato.  Lefrtam  a 

kalibralashoz  sziikseges  algoritmusokat,  a  kalibracios  fiiggvenyek  analitikus  alakjat,  az  illesztesi 
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algoritmust  es  ezek  implementaciojat  is  megadtam  elektronikusan.  Ezek  birtokaban  elvegeztem  a 
kalibraciot  egyreszt  egy  elmeleti  esetre  vonatkozolag,  masreszt  kalibraltam  azt  a  harom  detektort 
amellyel  a  mereseimet  is  vegeztem.  Masreszt  megadtam  azt  az  eljarast,  amellyel  az  elvegzett 
kalibraciok  birtokaban  generalni  lehet  egy  szcintillacios  detektor  valaszfiiggvenyet. 

Pontositottam  mind  a  foto-csucsnak  mind  a  Compton-tartomanynak  a  szakirodalomban 
megtalalhato  analitikus  lefrasat.  Ennek  a  pontosabb  lefrasnak  a  felhasznalasaval,  Monte-Carlo 
algoritmusok  kereteben  eloallftottam  egy  elmeleti  esetre  a  valaszfiiggvenyt,  tovabba  eloallftottam 
a  mereseimhez  hasznalt  mindharom  detektor  valaszfiiggvenyet  is.  Bebizonyftottam  az  elmeleti 
esetben  is  valamint  a  meressel  kapott  spektrumok  eseteben  is,  hogy  a  leirt  modszer  valoban 
alkalmas  eljaras  valaszfiiggveny  eloallftasara. 
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TUDOMANYOS  EREDMENYEK 


I.  A  linearis  algebra  es  a  matematikai  programozas  apparatusat  felhasznalva  kidolgoztam  olyan 
regularizacios  technikakon  alapulo  iteracios  algoritmusokat,  amelyek  eredmenyesen 
alkalmazhatok  szcintillacios  gamma-spektrumok  gyors  es  hatekony  dekonvoluciojara. 

1.  Sikeresen  alkalmaztam  dekonvoluciora  a  Konjugalt  Gradiens  modszert  es  az  Aktfv 
Halmazok  modszeret. 

2.  Kidolgoztam  egy  olyan  algoritmust,  amely  matrixok  szingularis  felbontasanak 
eloallftasaval  alkalmazhato  dekonvoluciora. 

3.  A  „sulyozott  regularizacio”  modszerenek  bevezetesevel  es  matrixok  Cholesky- 
felbontasanak  illetve  QR-felbontasanak  alkalmazasaval  jelentosen  megjavltottam  a 
regularizacios  technikak  hatekonysagat. 

Bebizonyftottam,  hogy  ezek  az  eljarasok  gyorsabban  konvergalnak  es  nagyobb  felbontasu 
megoldast  szolgaltatnak,  mint  a  szakirodalomban  alkalmazott  modszerek. 

Sikeresen  javftottam  a  hagyomanyos  dekonvolucios  modszerek  hatekonysagan: 

1.  Igazoltam,  hogy  a  Gauss-Seidel  iteracio  regularizalt,  relaxalt  valtozata  is  alkalmas 
dekonvoluciora. 

2.  Numerikus  technikak  alkalmazasaval  javftottam  klasszikus  modszerek  (MEM,  ML) 
hatekonysagan. 

II.  A  dekonvolucios  modszerek  eredmenyeit  felhasznalva  lefrtam  olyan  iteracios  algoritmusokat 
amelyek  alkalmasak  aktivitas-meghatarozasra. 

1.  Kidolgoztam  egy  iteracios  algoritmust,  amely  alkalmas  multiplett  foto-csucsokat 
tartalmazo  spektrumok  eseteben  aktivitas  szamftasra. 

2.  A  maximum-likelihood  becsles  alkalmazasaval  levezettem  egy  nemlinearis  iteracios 
formulat  arra  az  estre,  amikor  a  detektor  egyszerre  tobb  izotop  spektrumat  rogziti. 

III.  Kidolgoztam  az  eljarast  amelynek  segftsegevel  egy  szcintillacios  gamma-detektor 
kalibralhato,  elvegeztem  kalibraciot  mindharom  detektorra  vonatkozolag  amelyekkel  a 
mereseimet  vegeztem. 

IV.  Lefrtam  egy  Monte  Carlo  algoritmust,  amelynek  segftsegevel  egy  szcintillacios  detektor 

valasz  matrixa  generalhato. 

1.  Javftottam  a  foto-csucsok  Gauss  gorbeinek  analitikus  lefrasan  es  megadtam  a  foto- 
csucsok  generalasara  vonatkozo  Monte  Carlo  algoritmust. 

2.  Megjavltottam  a  Compton-tartomany  analitikus  lefrasat,  es  kidolgoztam  a  Compton- 
kontinuum  eloallftasanak  modszereit  E  <  1  MeV  es  E  >  1  MeV  energiatartomanyban. 
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Validaltam  a  lent  algoritmusokat  es  eloallftottam  a  valasz  matrixot  mindharom  detektorra 
vonatkozolag  amelyekkel  a  mereseimet  vegeztem. 

V.  Osszeallftottam  egy  MATLAB-ban  implementalt  szoftverrendszert,  amelynek  segitsegevel 
egy  tetszoleges  szcintillacios  detektor  eseteben  elvegezheto  a  kovetkezo: 

1 .  A  kalibracio  s  elj  aras ; 

2.  Generalhato  a  detektor  valaszfiiggvenye; 

3.  Dekonvolucios  algoritmussal  elvegezheto  az  izotopazonositas; 

4.  Szamfthato  az  akti vitas. 


AJANLASOK 

Az  ertekezes  legfontosabb  reszet  kepezik  a  dekonvolucios  algoritmusok,  hiszen  ezek  a 
modszerek  hianyoznak  leginkabb  az  adott  temaval  foglalkozo  szakirodalombol.  A  gamma- 
spektroszkopiaban  dekonvolucionak  nevezett  eljaras  matematika  szempontbol  pedig  nem  mas, 
mint  egy  rosszul  kondicionalt,  „ill-posed”  linearis  egyenletrendszernek  a  megoldasa,  amely 
jelentos  mertekben  erzeketlen  a  meresi  eredmenyeket,  tehat  a  rendszer  „jobboldalat”  terhelo 
zajra,  de  tekinthetjiik  a  feladatot  optimalizalasi  problemakent  is.  Ilyen  feladatok  mas 
tudomanyteriileteken  is  elokeriilnek,  remenyeim  szerint  a  kidolgozott  modszerek  ezen  teriiletek 
vizsgalataban  is  hatekonyan  alkalmazhatok. 

Ilyenek  a  kovetkezok: 

1.  Katonai  alkalmazas:  Szcintillacios  gamma- spektrumok  vizsgalata  terepi  illetve 

laboratoriumi  koriilmenyek  kozott. 

2.  Polgari-  illetve  katasztrofavedelmi  alkalmazas:  Itt  utalunk  a  terrorfenyegetettseg 

kerdesere,  a  piszkos  bomba  bevetesenek  lehetosegere,  esetleg  nuklearis  balesetek 

lehetosegere. 

3.  A  gamma  csillagaszatban  a  gamma  kitoresek  spektrumanak  vizsgalataban. 

4.  A  merestechnikaban  tisztan  matematikai  feladatkent  tekintve,  egyes  parameterillesztesi 

problemak  rosszul  kondicionalt  feladatra  vezetnek. 

5.  Kozgazdasagtanban  bizonyos  portfolio  elemzesi  problemak  is  ilyen  matematikai 

feladatra  vezetnek. 

6.  A  muszaki  gyakorlatban  szamos  gepeszmernoki,  epiteszmemoki  problema  van  amely 

rosszul  kondicionalt  optimalizalasi  feladatra  vezet:  peldaul  tobb  valtozotol,  mint 

terhelestol  fiiggo  optimalis  meretezes  feladata. 

7.  A  logisztikaban  tobb  telephelyet  erinto  optimalis  szallftas  problemaja. 
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MELLEKLET 

ABRAK,  KEPEK,  TABLAZATOK,  SPEKTRUMOK 


1.  melleklet:  A  GAMMA  ZRt.  IH-111L  tipusu  szcintillacios  detektora.  A  szcintillator  Csl 
kristaly,  az  analizator  csatornainak  szama  512. 
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2.  melleklet:  A  Berkeley-detektor.  7, 62x7, 62cm  meretu  Nal(Tl)  szcintillacios  kristallyal.  Az 
analizator  csatornainak  szama  256. 
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3.  melleklet:  A  GAMMA  ZRt.  ND-131-B  szcintillacios  detektora.  7, 62x7, 62cm  meretu 
Nal(Tl)  szcintillacios  kristallyal.  Az  analizator  csatornainak  szama  1024. 
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4.  melleklet:  A  hagyomanyos  csucskeresesi  eljaras  korlatai:  A  Berkeley-detektorral  kesziilt, 
kiertekelt  spektrumok:  a)  a  C06O  izotop  jellegzetes  gamma  vonalait  tartalmazo  spektrum, 
b)  a  Bal33  es  a  Csl37  izotop  egy-egy  jellegzetes  gamma  vonalat  taretalmazo  spektrum. 
Mindket  spektrumban  lathatok  jol  kirajzolodo  amde  nem  annyira  szabalyos  Gauss-gorbek. 
Ezeket  azonban  a  kiertekelo  szoftver  nem  azonositja. 


4.  b) 
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5.  melleklet: 


Vuklidok  (es  a  nuklidokkal  szekularis  egyensulyban  levo  izotopok)  legnagyobb  valoszfnusegu  gamma  vonalai 


referencia 

felezesi  ido 

A 

meresi 

idopont 

maradvany 

csucsok  (MeV) 

ssz 

nuklid 

aktivitas 

(kBq) 

idopont 

datum 

Aktivitas 

(kBq) 

(zarojelben  a  bomlasi 
valoszinusegek) 

A  Havaria-Laboratorium  izotopjai 

0,295(18,2%);  0,351(35,1%); 

1 

Ra226 

5,032 

2003.09.01 

5,84E+05 

d 

1,19E-06 

2009.07.06 

5,019274 

0,609(44,6%);  1,120(14,7%); 

1,764(15,1%) 

2 

Eu152 

2058 

2003.09.01 

4933 

d 

1,41  E-04 

2009.07.06 

1524,613413 

0,121(28,4%);  0,244(26,52%); 
0,964(14,6%);  1,408(20,8%); 

3 

Am241 

1006 

2003.09.01 

1,58E+05 

d 

4,39E-06 

2009.07.06 

996,612660 

0,026(2,4%) 

0,059(35,9%); 

0,080(34,1%); 

4 

Ba133 

1007 

2003.09.01 

3862 

d 

1,79  E-04 

2009.07.06 

686,457029 

0,302(18,32%); 

0,356(62,0%); 

5 

Cs137 

1039 

2003.09.01 

1,10E+04 

d 

6,29E-05 

2009.07.06 

908,436135 

0,662(85,2%); 

A  Bolyai  Kar 

"Oxford"  izotopjai 

0,080(34,1%); 

6 

Ba133 

37 

1996.11.01 

3832 

d 

1,81  E-04 

2009.07.06 

16,024982 

0,302(18,32%); 

0,356(62,0%); 

7 

Cs137 

37 

1996.11.01 

1,10E+04 

d 

6,29E-05 

2009.07.06 

27,658886 

0,662(85,2%); 

8 

Co60 

37 

1996.11.01 

1920 

d 

3,61  E-04 

2009.07.06 

6,964783 

1,173(99,89%); 

1,332(99,98%); 

9 

Na22 

37 

1996.11.01 

949 

d 

7,30E-04 

2009.07.06 

1,261245 

0,511(180,5%); 

1,275(99,93%); 

5.  melleklet:  A  gamma  spektrumok  felvetelehez  rendelkezesre  alio  izotopok  es  ezek  adatai 
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6.  melleklet: 


ACr-51  izotop  ELMELETI  spektruma 


a) 


A  Sr-85  izot6p  ELMELETI  spektruma 


b) 


A  Nb-95  izotop  ELMELETI  spektruma 


C) 


A  Mn-54  izotop  ELMELETI  spektruma 


d) 


A  K-40  izotop  ELMELETI  spektruma 


A z  Y-88  izotop  ELMELETI  spektruma 


e)  f) 

6.  melleklet:  A  www.nucleoiiiica.net  weboldalon  generalt  idcalis  elmeleti  spektrumok, 

10  perc  meresi  idotartam  es  A  =  lOOkBq  aktivitas  eseten, 
standard  7,62cm  x  7,62cm  meretu  Nal  szcintillatorral 
a)  Cr51;  b)  Sr85;  c)  Nb95;  d)  Mn54;  e)  K40;  f)  Y88; 

(A  spektrumok  nem  az  elemek  rendszama,  hanem  a  novekvo  gamma-energia  szerint  kovetik  egymast) 
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7.  melleklet: 


z 

Izotop 

Energia 

(MeV) 

Csucspozicio 

Szoras 

(csatorna) 

Netto 

csucsterulet 

(betitesszam) 

Osszes 

beiitesszam 

19 

K40 

1,460 

365,33 

10,65 

6,6764- 103 

2, 13 1 1  - 104 

24 

Cr51 

0,320 

80,32 

3,31 

2,2822-104 

2,8298-104 

25 

Mn54 

0,834 

209,13 

6,46 

1,0450- 105 

2,3076- 105 

38 

Sr85 

0,514 

128,96 

4,41 

1,5889-105 

2,8487-105 

39 

Y88 

0,898 

224,89 

7,50 

- 

- 

1,836 

459,31 

12,89 

- 

- 

41 

Nb95 

0,765 

191,87 

6,04 

1,1284-105 

2,3552-105 

7.  melleklet:  A  www.micleonica.net  weboldalon  generalt  idealis  elmeleti  spektrumok  alapjan 
szamitott  csucspoziciok  es  szorasok  a  kalibracios  fiiggvenyek  parametereinek  meghatarozasahoz 
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8.  melleklet: 


A  Ra-226  izotop  spektruma  hatter  nelkOI 


Az  Am-241  izot6p  spektruma  hatter  rtelkOI 


csatoma 


e)  f) 

8.  melleklet:  Az  IH-111L,  512-csatornas  szcintillacios  detektorral, 

10  perc  idotartam  alatt  felvett  spektrumok 
a)  Na22;  b)  Co60;  c)  Csl37;  d)  Bal33;  e)  Ra226;  f)  Am241; 

(A  spektrumoknak  minden  esetben  csak  a  lenyeges  reszet  abrazoltuk, 
elhagytuk  azon  tartomanyt,  ahol  a  csatornak  tartalma  gyakorlatilag  nulla) 
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9.  melleklet: 


10.  melleklet: 


A  Na-22  izot6p  spektruma  hatter  n6lkDI  A  Co-60  izotep  spektruma  hatter  rtelkCil 


a)  b) 


A  Cs-137  izotop  spektruma  hatter  nelkUl 


A  Ba-133  izotdp  spektruma  hatter  naikdl 


c) 


d) 


e)  f) 

10.  melleklet:  A  „Berkeley”,  256-csatornas  szcintillacios  detektorral, 

5  perc  idotartam  alatt  felvett  spektrumok 
a)  Na22;  b)  Co60;  c)  Csl37;  d)  Bal33;  e)  Ra226;  f)  Am241; 

(A  spektrumoknak  minden  esetben  csak  a  lenyeges  reszet  abrazoltuk, 
elhagytuk  azon  tartomanyt,  ahol  a  csatornak  tartalma  gyakorlatilag  nulla) 
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11.  melleklet: 


Izotop 


Na22 


C06O 


Csl37 


Bal33 


Ra226 


Am241 


Energia 

(MeV) 

Csucspozicio 

Szoras 

(csatorna) 

Felertek 

szelesseg 

(csatorna) 

0,511 

98,11 

2,05 

4,82 

1,275 

158,91 

1,20 

2,84 

1,173 

152,15 

2,37 

5,58 

1,332 

162,68 

2,41 

5,67 

0,662 

112,74 

2,15 

5,07 

0,303 

73,33 

2,93 

6,91 

0,356 

80,49 

2,33 

5,48 

1,120 

149,17 

2,80 

6,61 

1,764 

188,46 

2,66 

6,26 

0,026 

14,82 

1,49 

3,51 

0,059 

27,04 

1,75 

4,12 

11.  melleklet:  A  „Berkeley”-detektorral  felvett  spektrumok  alapjan  szanutott  csucspoziciok  es  szorasok,  a 
kalibracios  fiiggvenyek  parametereinek  meghatarozasahoz 


12.  melleklet: 


a)  b) 


xIO4  ACs-137izotopspektruma  x104  A  Ba-1 33  izotop  spektruma 


c)  d) 


12.  melleklet:  A  „GAMMA”  ND-131/D,  1024-csatornas  szcintillacios  detektorral, 
5  perc  idotartam  alatt  felvett  spektrumok 
a)  Na22;  b)  Co60;  c)  Csl37;  d)  Bal33; 

(A  spektrumoknak  minden  esetben  csak  a  lenyeges  reszet  abrazoltuk, 
elhagytuk  azon  tartomanyt,  ahol  a  csatornak  tartalma  gyakorlatilag  nulla) 
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13.  melleklet: 


z 

Izotop 

Energia 

(MeV) 

Csucspozicio 

Szoras 

(csatorna) 

Felertek 

szelesseg 

(csatorna) 

11 

Na22 

0,511 

188,45 

6,92 

16,29 

1,275 

442,01 

11,47 

27,03 

27 

Co60 

1,173 

408,01 

12,43 

29,28 

1,332 

459,65 

11,39 

26,82 

55 

Csl37 

0,662 

241,23 

7,67 

18,08 

56 

Bal33 

0,081 

28,55 

3,03 

7,12 

0,303 

116,34 

5,71 

13,46 

0,356 

135,81 

6,47 

15,23 

13.  melleklet:  A  „GAMMA”  ND-131/D  detektorral  felvett  spektrumok  alapjan  szamitott  csucspoziciok  es 
szorasok  a  kalibracios  fiiggvenyek  parametereinek  meghatarozasahoz 


14.  melleklet:  A  Compton-kontinuum  parabolakkal  torteno  kozelitesehez  a 
0-lMeV  tartomanyban 


Izotop 

Foto- 

energia 

(MeV) 

Min. 

hely 

(csat.) 

Min 

xlO-3 

Maxb 

xlO-3 

Aranyb 

Maxj 

xlO-3 

Aranyj 

Cr51 

0,320 

31 

2,9129 

5,4778 

1,8805 

4,4625 

1,5320 

Sr85 

0,514 

62 

3,2274 

4,7124 

1,4601 

4,0838 

1,3653 

Nb95 

0,765 

81 

3,2235 

3,7537 

1,1645 

3,9491 

1,2251 

Mn54 

0,834 

86 

3,0391 

3,3711 

1,1092 

3,6809 

1,2112 

14.  melleklet:  A  Compton-tartomanyt  kozclfto  parabolak  parameterillesztesehez  sziikseges  adatok 
a  0-1  MeV  tartomanyban  egy  512  csatornas  detektor  eseteben.  A  „b”  es  „j”  roviditesek  a  Compton  -tartomany 
bal  es  jobb  vegpontjara  utalnak,  mely  adatokat  legkisebb  negyzetek  modszerevel  illesztett  parabolak 

extrapolaciojaval  kaptuk. 
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